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Streszczenie

Modyfikacja modelu podloza Vlasova

W pracy przedstawiono poroOwnanie rozwigzan zagadnien potprzestrzeni 1 war-
stwy sprezystej, uzyskanych na podstawie modelu podloza sprezystego Vlasova, z roz-
wigzaniem $cistym teorii sprezystosci, a takze modyfikacje modelu Vlasova, polegajace
na bardziej og6élnych zatozeniach kinematycznych oraz uwzglednieniu niejednorodnosci
| poprzecznej izotropii osrodka gruntowego.

W pracy uzyskano rozwigzanie Sciste teorii sprezystosci dla potprzestrzeni oraz
warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota i prostokata. Wykazano rozbieznos¢
pomiedzy wartosciami przemieszczen, uzyskanych wedlug rozwigzania $cistego teorii
sprezystosci oraz modelu podtoza Vlasova dla najbardziej typowych przypadkow obcig-
zeh polprzestrzeni 1 warstwy sprezystej. Podano Scislte 1 przyblizone wzory na wyznacze-
nie przemieszczen polprzestrzeni 1 warstwy, obcigzonych w ksztalcie kota lub prostokata
na powierzchni ograniczajacej potprzestrzen lub wierzchnig warstweg podtoza.

W pracy przedstawiono rowniez zmodyfikowany model, w ogélnym przypadku
niejednorodnego (charakterystyki materiatowe sg zmienne po glebokosci warstwy), po-
przecznie izotropowego podloza sprezystego, przy zalozeniu, ze wektor przemieszczenia
ma trzy niezerowe sktadowe. Takze w pracy przedstawiono zmodyfikowany dwupara-
metrowy model podtoza o wlasno$ciach gradientowych. Wykonano porownanie zmody-
fikowanych modeli z modelem podtoza Vlasova i rozwigzaniem $cistym teorii spr¢zysto-
$ci dla warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota i prostokata.

Zaproponowano zmodyfikowane funkcje zanikania przemieszczen wraz z glebo-
kos$cia, otrzymane na podstawie rozwigzan $cistych teorii sprezystosci.

W odniesieniu do charakterystyk materiatowych, przedstawiono propozycj¢ do-

boru sztywnos$ci gruntu w zakresie matych i §rednich odksztatcen.

Stowa kluczowe: podloze Vlasova, zmodyfikowany model podloza, polprze-
strzen, warstwa sprezysta, obcigzenie w ksztatcie kota, obcigzenie w ksztatcie prostokata,

ortogonalizacja Galerkina, funkcja zanikania przemieszczen, dobdr sztywnosci gruntu.



Summary

Modification of the Vlasov subsoil model

The thesis presents a comparison of solutions of the problems of an elastic half-
space and layer obtained based on the Vlasov elastic foundation model with the exact
solution of the theory of elasticity, as well as modifications of the Vlasov model, consist-
ing in more general kinematic assumptions and considering an inhomogeneity and a trans-
verse isotropy of a subsoil medium.

In the work, an exact solution of the theory of elasticity was obtained for the half-
space and a layer, both loaded on a surface having the shape of a circle and a rectangle.
A discrepancy between the values of displacements obtained according to the exact solu-
tion of the theory of elasticity and according to the Vlasov model for the most typical
cases of loads on the half-space and the elastic layer was shown. The exact and approxi-
mate formulas for determining the displacements of the half-space and the layer, loaded
by a load in the shape of a circle or a rectangle, acting on the surface limiting the half-
space or the top layer of the substrate, were given.

The thesis also presents a modified model of a transversely isotropic elastic foun-
dation; in general case, the foundation is non-homogeneous (material characteristics are
variable with layer depth) and it is assumed that the displacement vector has three non-
zero components. Moreover, a modified two-parameter model of the subsoil with gradient
properties is presented in the thesis. A comparison of the modified models with the Vlasov
subsoil model and the exact solution of the theory of elasticity in the case of a layer loaded
on a surface having the shape of a circle and a rectangle was made.

Modified functions of a disappearance of displacements along with depth, ob-
tained on the basis of exact solutions of the theory of elasticity, were proposed.

With regard to material characteristics, a proposal for soil stiffness selection in

terms of small and medium strains was presented.

Keywords: Vlasov subsoil, modified model of subsoil, half-space, elastic layer,
circular load, rectangular load, Galerkin orthogonalization, displacement disappearance

function, soil stiffness selection.
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1. WSTEP
1.1 Wprowadzenie

Modelowanie podtoza gruntowego ciggle wzbudza zainteresowanie wielu bada-
czy, poniewaz jest ono zwigzane ze wszystkimi typami budowli, stosowanych w praktyce
inzynierskiej. Zachowanie gruntow pod obcigzeniem jest zagadnieniem bardzo skompli-
kowanym, w duzym stopniu rd6znigcym si¢ od zachowania materiatéw konstrukcyjnych
[1], s. 6. Grunt jest materiatlem 0 mniejszej wytrzymatosci, charakteryzujacy sie nielinio-
wymi wlasciwosciami fizycznymi, co prowadzi z kolei do potrzeby opracowania specjal-
nych metod badania wtasnosci mechanicznych oraz ich matematycznemu opisaniu [2],
s. 7.

Modelowanie matematyczne pozwala unikng¢ bardzo kosztownych i czesto nie-
wykonalnych w pelnej skali eksperymentow oraz rozwigza¢ rozmaite problemy tech-
niczne jeszcze na etapie projektowania. W zwigzku z rozwojem metod i narzgdzi obli-
czeniowych oraz wzrastajacymi wymaganiami dotyczacymi projektowania, wynikta po-
trzeba tworzenia nowych matematycznych modeli podtoza gruntowego, a takze ich ana-
lize. Nowe, doktadniejsze modele moga uwzgledniaé nie tylko sprezyste wlasciwosci
podloza, ale tez lepkos¢, plastycznosc¢, niejednorodnos¢, anizotropowos¢, zmiang wilgot-
nosci itp. Stworzenie matematycznego modelu podloza gruntowego, w peini dobrze opi-
sujacego mechaniczne wasciwosci rozmaitych gruntow jest zwigzane ze znacznymi trud-
nos$ciami matematycznymi [2], S. 6. Wskutek powyzszego, powstato wiele matematycz-
nych modeli podtoza/.

Modelem podtoza sprezystego, W przypadku bardzo matych odksztatcen, jest pot-
przestrzen lub warstwa sprezysta. Z uwagi na duze trudnosci matematyczne poszukiwane
sg modele 2D.

Rozréznia si¢ dwa typy modeli: strukturalne i fenomenologiczne. Pierwsze z nich
powstaja na bazie rownan teorii sprezystosci 3D, przez wprowadzanie zatozen uprasz-
czajacych, w wyniku ktorych otrzymujemy 2D model podtoza, drugie zas przez wprowa-
dzenie do modelu r6znych elementéw konstrukcyjnych takich jak: sprezyny, btony, plyty,
thumiki, itp.

1/ Szereg r6znych modeli poditoza opisano w Zalaczniku 1.
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Jesli osiadanie?/, przemieszczenia poziome albo obrét budowli sg znaczne lub nie-
roéwnomierne, to takie przemieszczenia mogg naruszy¢ normalne warunki eksploatacyjne
obiektu budowlanego. Z tego wzgledu przy projektowaniu kazda budowla powinna spet-
nia¢ warunki no$nosci oraz uzytkowalnos$ci [3], S. 5.

Najwicksze bledy przy prognozowaniu zachowania si¢ materiatu pod obcigze-
niem popelnia si¢ na etapie zatozen. Na przyktad zatozenie, ze osrodek gruntowy jest
ciggly, daje mozliwos$¢ wykorzystania teorii sprezystosci i plastycznosci, przy czym blad,
popelniany przy wyznaczaniu naprezen, jest niewielkg wada, w pordwnaniu do korzysci
jakie si¢ uzyskuje [4], s. 18.

W gruntach, w réznych proporcjach, wystepuja cechy sprezyste, lepkosprezyste
lub plastyczne. Teorie, opisujace ciala wykazujace te cechy sa bardzo uzyteczne w opisie
osrodka gruntowego. W dziedzinie geotechniki obecnie najczesciej stosowane sg rozne
modele matematyczne przedstawiane w postaci rownan konstytutywnych i traktujace za-
chowanie si¢ materiatu w kategorii przyczyny i skutku [4], s. 18.

W ciatach fizycznie nieliniowych naprezenia i odksztatcenia sg ze sobg powigzane
nieliniowo. T¢ nieliniowa zalezno$¢ mozna analitycznie zapisa¢ w postaci oij=f(eij). Wiel-
kosci zalezne od odksztatcen nazywane sa zmiennymi modutami deformacji [5], s. 23.
Wplyw nieliniowych odksztatcen na sztywnos¢ gruntu byt szeroko badany w ciggu ostat-
nich dziesigcioleci. Stwierdzono, ze maksymalne odksztalcenie, przy ktorym grunt za-
chowuje si¢ sprezyscie, jest bardzo mate. Jak wykazano w pracy [6], wraz ze wzrostem
odksztatcenia, sztywno$¢ gruntu zmniejsza si¢ wedtug funkcji nieliniowej. Natomiast po-
czatkowy modul sprezystosci Eo jest duzo wigkszy od wartosci przyjetych normie [7]
i wykorzystywanych przy projektowaniu.

W poréwnaniu z innymi o$rodkami rozpatrywanymi w teorii sprezystosci i pla-
stycznosci, o$rodek gruntowy jest do$¢ skomplikowanym ukladem mechanicznym.
W rzeczywistosci warstwy gruntowe mogg znajdowac si¢ w rozmaitych warunkach, a ich
parametry takie jak gesto$¢ czy wilgotnos¢ mogag bardzo si¢ rozni¢ [5], s. 411. Jednak
wigkszo$¢ materiatow, w tym 1 grunt, przy bardzo matych odksztalceniach zachowuje si¢
zgodnie z prawem Hooke’a. W przypadku duzych deformacji, zwigzki geometryczne, tj.

zalezno$¢ odksztalcen od gradientow przemieszczen sg nieliniowe 1 mamy do czynienia

2| Przez osiadanie rozumiano pionowe przemieszczenie podtoza wywotane oddziatywaniem budowli na
podloze. Osiadanie moze by¢ rownomierne lub nieréwnomierne.
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z réwnaniami nieliniowej teorii sprezystosci®/. Rozwiazanie tych rownan nastrecza wiele
trudnosci.

Matematyczna teoria sprezystosci pozwala wyznaczy¢ oraz oceni¢ wielkosci, cha-
rakteryzujace deformacje (przemieszczenia i odksztalcenia) ciata oraz napr¢zenia, bedace
wynikiem obcigzenia ciata. Zaktadamy, ze dla analizy stanu naprezenia oraz odksztalce-
nia bedg wykorzystywane metody fizyki matematycznej*/. W teorii sprezystosci zastepu-
jemy rzeczywiste ciato modelem osrodka cigglego, tak zwanego kontinuum sprezystego.
Zaktadamy, ze w trakcie deformacji ciala nie powstaja na jego powierzchni dodatkowe
wigzy [11], s. 95.

Przy rozwigzywaniu pewnych zagadnien teorii sprezystosci napotykamy na po-
wazne trudnos$ci. Nie istnieje ogélne rozwigzanie, a takze ogdlna metoda rozwigzywania
podstawowych rownan teorii sprezystosci [12], s. 102. Znanych jest szereg analitycznych
oraz numerycznych metod rozwigzywania réwnan rozniczkowych teorii sprezystosci
w przypadkach szczegélnych. Roézne przedstawienia wektora przemieszczenia wraz
z przyktadami ich zastosowan w rozmaitych zagadnieniach, sg przedstawione mi¢dzy in-
nymi w monografii W. Nowackiego [11] na s. 160-244. Prawie wszystkie te przedstawie-
nia bazuja na twierdzeniu Almansiego (suma dwoch funkcji harmonicznych postaci
o+xiy (1=1,2,3) jest funkcjq biharmoniczng [11], s. 161) oraz na przedstawieniu wektora
przemieszczenia w postaci Helmholtza [11], s.169,173. Te rozwigzania analityczne
szczegblnych przypadkow moga by¢ uzyskane przy wykorzystaniu przedstawien E. Tref-
ftza, Papkowicza-Neubera, Galerkina, Love’a, Lamégo, Helmholtza, itp. Wprowadzono
szereg funkcji naprezen®/, ktore czesto sg funkcjami biharmonicznymi. Rozwigzania od-
powiednich rownan rézniczkowych uzyskano, stosujac metody transformacji catkowych:
Fouriera (wyktadnicza, cosinusowa 1 sinusowa), Hankela 1 Laplace’a. Wraz z nimi ist-
niejg inne, doktadne lub formalnie $ciste®/, przyblizone analityczne oraz numeryczne me-
tody rozwigzywania réwnan rézniczkowych, ktore w wielu przypadkach prowadza do

koncowego celu. Oto niektore z nich: metody odwrotne i1 potodwrotne, metoda

3/ Odr6zniamy teorie geometrycznie nieliniowg od teorii fizycznie nieliniowej. Moéwimy o teorii geome-
trycznie nieliniowej wtedy, gdy zwigzki geometryczne sg nieliniowe, a rOwnania konstytutywne tensorowo
liniowe. Jesli rownania konstytutywne sg nieliniowe przy liniowych zaleznos$ciach geometrycznych, to mo-
wimy o teorii fizycznie nieliniowej. W ogdélnym przypadku, zardwno rownania konstytutywne, jak tez
zwiazki geometryczne moga by¢ nieliniowe.

4/ Rownania fizyki matematycznej przedstawiono miedzy innymi w monografiach [8], [9], [10].

%/ Funkcjami naprezeh nazywamy funkcje, ktorych pochodne sg naprezeniami.

6/ Mowimy o formalnie $cistych rozwigzaniach réwnan teorii sprezystoéci wtedy, gdy poszukiwane roz-
wiazanie doprowadza si¢ do nieskonczonego uktadu rownan algebraicznych lub uktadu nieskoniczonych
uktadéw rownan.
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zespolonych funkcji napr¢zen w ptaskim zagadnieniu teorii sprezystosci, przeksztalcenia
catkowe, przyblizone analityczne i numeryczne metody [12], s. 118-141.

W celu uzyskania przyblizonego analitycznego rozwigzania danego zagadnienia
brzegowego, przyjmujemy pewne funkcje aproksymujace w postaci np. wielomianow,
szeregdw funkcji, itp. Przyblizenie moze dotyczy¢ tylko jednej zmiennej lub wszystkich
zmiennych. Po wstawieniu przyje¢tego przyblizenia w postaci iloczynu przyjetej funkcji
aproksymujacej jednej zmiennej 1 poszukiwanej funkcji pozostatych zmiennych, otrzy-
mujemy uktad réwnan czgstkowych dwoch zmiennych. Ten uktad rownan nie speinia
wyj$ciowego uktadu o trzech zmiennych przestrzennych. Powstaje pewien btad i dazymy
do jego minimalizacji. Najogdlniejsza metoda minimalizacji powstatego btedu jest me-
toda ortogonalizacji. Mamy dwie podstawowe metody ortogonalizacyjne: B. G. Galer-
kina (zwang tez Bubnova-Galerkina) [13] i G. I. Petrova [14], [15]. W metodzie Galerkina
funkcje ortogonalizujace sa takie same jak funkcje aproksymujace, w metodzie Petrova
za$ — funkcje ortogonalizujgce sg rozne od funkcji aproksymujgcych.

Inny podziat metod przyblizonych dotyczy zastosowanych funkcji aproksymuja-
cych. Jesli funkcje aproksymujace spetniajg warunki brzegowe, to mowimy o metodzie
wewnetrznej, jesli przyjete funkcje spetniajg $cisle rownania rézniczkowe, to moéwimy
0 metodzie brzegowej. W pierwszym przypadku minimalizujemy btad powstaty z nie-
spelnienia rownan roézniczkowych, w drugim za$§ — z niespelnienia warunkéw brzego-
wych [16], s. 37.

Od lat szes¢dziesigtych ubiegtego wieku, do rozwigzywania rownan teorii spre-
zystosci szeroko stosowane sg metody numeryczne, takie jak: metoda réznic skonczo-
nych (MRS)’/, metoda kolokacji obszaréw skoficzonych®/, metoda elementéw skonczo-
nych (MES) [19], ktora pojawita si¢ w latach 60 ubieglego wieku w monografii Zienkie-
wicza i Chenga, metoda elementow brzegowych (MEB)Y/, itp. Te metody sa bardzo uni-
wersalne, pozwalaja otrzymacé przyblizone rozwigzania skomplikowanych zagadnien,
w ktorych nie jest mozliwe uzyskanie $cistych analitycznych wynikéw. Z grupy nume-
rycznych metod komputerowych, MES jest podstawowa metoda rozwigzywania zagad-

nien mechaniki nawierzchni drogowych [21], s. 587.

"I MRS przedstawiona migdzy innymi w monografiach [10], [17].

8/ Metoda kolokacji jest szczegdlnym przypadkiem metody ortogonalizacyjnej Petrova, w ktorej funkcje
ortogonalizacyjne sa dystrybucjami Diraca. Metoda ta zostata przedstawiona migdzy innymi w monografii
[18].

%/ MEB przedstawiona migdzy innymi w monografii [20].
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Modele fizyczno-matematyczne podioza gruntowego, opisujace w przyblizeniu
zachowanie rzeczywistego osrodka gruntowego, sg tworzone juz od 19-go wieku. Mate-
matyczne modele opisywane sg przez rOwnania (wi¢zy dwustronne) i nierownosci (wiezy
jednostronne). W pracy [22] zaproponowano nast¢pujacy podziat modeli podtoza: stacjo-
narne i niestacjonarne, ciaggte i nieciagte, jednowymiarowe, powierzchniowe, catkowalne
I niecatkowalne, idealne i nieidealne, dwustronne i jednostronne, jednorodne i niejedno-
rodne, izotropowe i anizotropowe, liniowe i nieliniowe.

Pierwszym modelem podtoza gruntowego byt model Winklera [23]*°/, opraco-
wany w 1867 r., ktéry, jak i inne modele, znalazt zastosowanie w zagadnieniach teorii
belek, ptyt i powtok spoczywajacych na podtozu gruntowym. W literaturze znajdujemy
wiele prac dotyczacych statyki oraz dynamiki belek i ptyt spoczywajacych na podlozu
Winklera®!/.

W pracy [25] porownano modele Winklera, Pasternaka, Vlasova (przy zatozeniu
hiperbolicznej funkcji zanikania przemieszczen) i Kerra. Rozpatrzono zagadnienie dyna-
miki belek na podtozu Winklera w pracy [26]. W dalszych latach uogoélnieniem 1 mody-
fikacja tego modelu zajmowato si¢ wielu badaczy. Te uogo6lnienia polegaty gldwnie na
uwzglednieniu $cinania, efektow reologicznych oraz inercyjnosci podioza.

W wyniku modyfikacji powstaty takie modele jak: Filonenko-Borodica [27], Vla-
sova [28], [29]*%/, Wieghardta [30], Pasternaka [31], Hetenyiego [32], Zemockina [33],
Kelvina-Voigta i Maxwela, Reissnera [34], [35], Kerra [36], [37], Nogami i Lama [38],
Jemielity [39], [40], Switki [41] i innych. W 1960 r. Kandaurov [42] zaproponowat model
podloza ziarnistego, sktadajacy sie¢ z ustawionych jednakowych prostopadtosciandw,
w taki sposéb, aby szczeliny pionowe byly przesuniete wzgledem siebie w kolejnych
warstwach (analogia z murem ceglanym).

W monografiach Gorbunova-Posadova [43], Zemockina i Sinicyna [44], Kore-
nieva i Rucimskiego [45] rozpatrywano belki i ptyty spoczywajace na r6znych modelach
podtoza.

W Zataczniku 1 pt. ,,Modele matematyczne podloza sprezystego” na podstawie

pracy G. Jemielity i W. Szczesniaka [22], s. 5-48, przedstawiono rézne modele podtoza.

10/ Jest to typowy, a zarazem najprostszy, model fenomenologiczny.

11/ W pracy Z. Kgczkowskiego wyprowadzono rownania plyty spoczywajacej na dwuparametrowym pod-
tozu Winklera [24], s. 53-54.

12/ Model Vlasova zostat szczegélowo omowiony w Rozdziale 2.
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Matematyczna ztozonos$¢ trojwymiarowych strukturalnych modeli podtozy grun-
towych w porownaniu z dwuwymiarowymi modelami strukturalnymi oraz analogowymi,
mozliwos¢ wyznaczenia przemieszczen, odksztatcen 1 naprezen na dowolnej glebokosci
podioza, sg przestankami konstruowania modeli aproksymacyjnych, polegajacych na za-
tozeniu, ze rozktad po gtebokosci wielkosci mechanicznych, opisujacych stan podioza
wedtug tréjwymiarowego modelu, sg znane. ,,Dlatego tez, modele matematyczne podloza,
bazujgce na rownaniach teorii sprezystosci, tworzymy przyjmujgc przemieszczenia W PO-
staci iloczynu funkcji dwoch zmiennych ze znanymi funkcjami jednej zmiennej, zZwanymi
funkcjami zanikania przemieszczen” [21], s. 251.

Niezaleznie od powyzszych zalozen, mozna przyjmowa¢ dodatkowe wigzy na
przemieszczenia rownolegle do ptaszczyzny ograniczajacej podtoze. Takim przykladem
wiezow jest przyjecie przez Vlasova zerowych przemieszczen réwnolegtych do plasz-
czyzny ograniczajacej podtoze.

Najpopularniejszym modelem dwuparametrowego podtoza sprezystego jest mo-
del Vlasova'®/, ktory do dzié stanowi podstawe duzej liczby prac naukowych [46]. Prace
te gtownie dotycza szczegdlnych rozwigzan belek i ptyt spoczywajacych na podtozu Vla-
sova. W zdecydowanej mniejszosci podejmowano proby modyfikacji samego modelu
podtoza. W przypadku belek i ptyt spoczywajacych na podtozu Vlasova, w pracach [47],
[48], [49] podejmowano proby wyznaczania wspotczynnika zanikania przemieszczen y.

W pracy [47] poréwnano przemieszczenia swobodnej belki obcigzonej skupio-
nym momentem, spoczywajacej na podtozu Winklera, Pasternaka i Vlasova. Podano tez
wzOr na wyznaczenie wspotczynnika y (wz.10).

Jones i Xenophontos w pracy [48] przedstawili wariacyjne wyprowadzenie row-
nan dwuparametrowego modelu Vlasova. Przedstawiono réwniez eksperymentalne ba-
danie tego modelu oraz rozpatrywano ptyte cienka na dwuparametrowym podtozu Vla-
sova. Autorzy podali zwigzek migedzy parametrem y, charakteryzujacym szybkos¢ zani-
kania przemieszczen wraz glgbokoscia, a charakterystyka przemieszczenia (wz.17), ale
nie zaproponowali metody obliczania jego rzeczywistej wartosci. Taka metode zapropo-
nowali za Jonesem i Xenophontosem, Vallabhan i Das w pracy [50], w ktorej opracowali
metode iteracyjng wyznaczania parametru y. Podobnie, parametr y wyznaczyt Teodoru
w pracy [49]. Dla rownomiernie roztozonych obcigzen Vallabhan i Das stwierdzili, ze

parametr y zalezy migdzy innymi od ilorazu glgbokosci warstwy do dtugosci belki.

13/ Popularnoé¢ modelu Vlasova wynika z tego, ze W latwy sposob wyznacza sig: analitycznie — dwa para-
metry podloza i doswiadczalnie — state E (G) oraz v.
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W pracy doktorskiej A. Turhana pt. “A consistent Vlasov model for analysis of
plates on elastic foundations using the finite element method” [51], w rozdziale drugim
,,Development of the theory of modified Vlasov model”, korzystajac z twierdzenia o mi-
nimum energii potencjalnej, wyprowadzone jest znane rownania ptyty cienkiej na pod-
tozu Vlasova oraz za Straughanem [52] podano wzor na wyznaczenie wspolczynnika za-
nikania y'4/.

W pracy [53] rozpatrywano plyt¢ okragla, spoczywajacg na dwuparametrowym,
poprzecznie izotropowym podtozu typu Vlasova (przy pomini¢ciu przemieszczen pozio-
mych). Odpowiednie rownania wyprowadzono korzystajac z twierdzenia 0 minimum
energii potencjalnej. Kolar i Nemiec w monografii [54] rozwiazali, za pomoca MES z ele-
mentami 3D, problem ptyty na podtozu sprezystym Vlasova. Straughan w pracy doktor-
skiej ,,Analysis of plates on elastic foundations” [52], zastosowat ,,zmodyfikowany” przez
Vallabhana i Dasa, model podtoza Vlasova do analizy prostokatnych ptyt na podtozu
sprezystym. Ayvaz i Ozgan w pracy [55] zastosowali dwuwarstwowy model podloza
Vlasova do analizy drgan whasnych belki, obliczajac charakterystyki podtoza na podsta-
wie wyznaczonego przez autorow parametru y. W pracy [56] Liu i Ma rozpatrywali model
belki Eulera-Bernoulli’ego spoczywajacej na podtozu Vlasova zaktadajac, ze przemiesz-
czenie poziome podioza jest rozne od zera. Takie podejécie Wyrdznia te prace wsrod in-
nych, poniewaz, w odréznieniu od wiele innych prac, przyjeto bardziej ogo6lng hipoteze
kinematyczng. W pracy [57] rozpatrywano belke spoczywajaca na poditozu Pasternaka,
przy czym modyfikacja modelu Pasternaka dotyczyta na uwzglednieniu poziomych spre-
zyn, pozwalajacych na przenoszenie obcigzen stycznych.

Jednak autor rozprawy nie znalazt w literaturze prac dotyczacych weryfikacji mo-
delu Vlasova na podstawie teorii sprezystosci. W monografii [29] weryfikowano, korzy-
stajagc z rozwigzania Boussinesq’a, jedynie zagadnienie obcigzenia warstwy na po-
wierzchni sitg skupiong. Okazuje si¢, ze wiekszo$¢ prac dotyczacych zagadnien funda-
mentéw na podtozu sprezystym Vlasova bazuje na klasycznych zatozeniach Vlasova.
Przewaznie rozpatrywano zagadnienia wspotpracy réznych fundamentow (belek badz

ptyt) z podlozem, czasem z wyliczong warto$cig wspotczynnika zanikania .

14/ Autorzy prac [48], [49], [50], [51] i [52] pisza o zmodyfikowanym podtozu Vlasova. Zdaniem autora tej
pracy jest to nazwa bledna. Model Vlasova nie zostal zmodyfikowany. Autorzy podali tylko pewien sposob
okreslenia wspolczynnika y, ktory zalezy nie tylko od wlasciwosci gruntu, ale tez od rodzaju konstrukeji
spoczywajacej na gruncie. Podobnie, nie mozna méwi¢ o zmodyfikowanym modelu Winklera, podajac
wzOr na wyznaczenie wspotczynnika sztywnosci K.
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W odroznieniu od powyzszych prac, w tej pracy wykonano weryfikacje modelu
podtoza Vlasova na podstawie rozwigzan Scistych teorii sprgzystoéci, a nastepnie jego
modyfikacja. Zostanie tez poswigcona uwaga modyfikacji funkcji zanikania przemiesz-
czen | jej wyznaczenia przy wykorzystaniu rozwigzan Scistych liniowej teorii spr¢zysto-
sci.

Rozpatrywane w pracy modele mechaniczne podtoza gruntowego (dwuparame-
trowe oraz wieloparametrowe), bazujg na liniowej teorii sprezystosci. Glowng uwage po-
$wigcono wyznaczeniu przemieszczen wywolanych obcigzeniem podtoza. Problematyka
wyznaczenia naprezen zostala pominigta ze wzgledu na to, ze w literaturze znajdujemy
wiele prac dotyczacych wyznaczeniu pol naprezen. Weryfikacja modelu Vlasova, a takze
zmodyfikowanego modelu podtoza zostata wykonana na podstawie rozwigzan Scistych
teorii sprezystosci warstwy sprezystej, obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota i pro-

stokata.
1.2 Cel i zakres pracy

Cel pracy

Celem pracy jest:
1. Weryfikacja modelu podtoza Vlasova dla wybranych przypadkoéw obcigzenia warstwy
sprezystej na podstawie rozwigzan Scistych teorii sprezystosci.
2. Modyfikacja modelu podtoza Vlasova, polegajaca na:
a) uwzglednieniu przemieszczen stycznych do powierzchni ograniczajacej podtoze,
b) zatozeniu, ze osrodek gruntowy jest poprzecznie izotropowy,
C) zalozeniu, ze charakterystyki materiatowe, takie jak E, v i G, sg zmienne po glebokos$ci
warstwy.

3. Dobor parametrow sprezysto$ci w zakresie matych i srednich odksztatcen.
Zakres pracy

Praca sktada si¢ ze wstepu, o$miu rozdziatéw poswigconych modelowaniu pod-
tozy sprezystych, rozwigzaniom $cistym teorii sprezystosci, a takze przyblizonych roz-
wigzan wedlug modelu Vlasova oraz zmodyfikowanego modelu podtoza, podsumowania
oraz dwoch zatacznikoéw?®/. Liczba rozdziatéw wynika z koniecznosci wyodrebnienia za-

gadnien dotyczacych modeli podtozy sprezystych oraz ich weryfikacji na podstawie teorii

1%/ Tresci dane w zalacznikach mozna traktowaé jako materiat szkoleniowy.
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sprezystosci. Ponizej zostanie przedstawiona krotka charakterystyka tresci poszczegol-
nych rozdziatow.

Rozdziat 1. Wstep.

We wstepie przedstawiono podstawowe wiadomosci o modelowaniu podiozy
gruntowych, typy modeli mechanicznych podtoza, metody i problemy w modelowaniu
matematycznym.

Uzasadniono wybor tematu pracy, zastosowanie $cistych i przyblizonych metod
analitycznych rozwigzywania uktadu réwnan przemieszczeniowych teorii sprezystosci,
nieliniowych wiasciwosciach parametrow charakteryzujacych sztywnos$¢ gruntu, cel
pracy, zakres pracy, a takze oznaczenia stosowane w pracy.

Rozdzial 2. Statyka warstwy gruntu wedlug teorii Viasova.

W tym rozdziale, na podstawie monografii VIasova i Leontieva [29] ,,Belki i pfyty
na podtozu sprezystym”, krétko przedstawiono przestrzenny oraz plaski model podtoza
Vlasova. Opisano takze gtowne zatozenia kinematyczne modelu Vlasova oraz metodg
ortogonalizacji Galerkina rownah przemieszczeniowych teorii sprezystosci.

Rozdzial 3. Przestrzenne zagadnienia teorii sprezystosci.

W tym rozdziale opisano rozwigzanie $ciste rownan przemieszczeniowych teorii
sprezystosci wybranych przypadkow obcigzenia poOlprzestrzeni, warstwy, warstwy na
pOlprzestrzeni oraz uktadu dwu warstw sprezystych, takich jak: obciazenia w ksztatcie
kota i prostokata. Omdéwiono rozwigzanie zagadnienia Boussinesq’a, majacego charakter
rozwigzania fundamentalnego. Przedstawiono wykresy przemieszczen potprzestrzent,
warstwy, warstwy na potprzestrzeni oraz uktadu dwoch warstw obcigzanych na po-
wierzchni.

Wykazano, ze w przypadku polprzestrzeni obcigzonej w ksztalcie prostokata
0 wymiarach 2a x 2b istnieje zalezno$¢ pomigdzy maksymalnym przemieszczeniem
a przemieszczeniami na srodku boku oraz w narozu tego prostokata.

Rozdzial 4. Rozwigzania przyblizone wybranych przypadkow obcigzenia warstwy
sprezyste;j.

W rozdziale tym przedstawiono przyblizone wzory na wyznaczenie maksymal-
nych przemieszczen pionowych warstwy o dowolnej migzszos$ci, obcigzonej na po-
wierzchni w ksztatcie kota lub prostokata. Przyblizone wzory uzyskano korzystajac z roz-
wigzan Scistych dla potprzestrzeni i warstwy sprezystej.

Przedstawiono propozycje przyjecia funkcji zanikania przemieszczen wraz z gle-

boko$cig. Zaproponowano zmodyfikowane funkcje zanikania przemieszczen typu
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Vlasova, a takze funkcje zanikania, bazujace na rozwigzaniu $cistym teorii sprezystosci
dla potprzestrzeni sprezyste;.

Rozdziat 5. Weryfikacja modelu podtoza Viasova.

W tym rozdziale przedstawiono weryfikacje modelu podtoza Vlasova, polegajaca
na poréwnaniu rozwigzan $cistych teorii sprezystosci z rozwigzaniami, uzyskanymi we-
dlug modelu Vlasova dla wybranych przypadkéw obciazenia warstwy sprezystej, takich
jak: obcigzenie w ksztalcie kota oraz prostokata.

Rozdzial 6. Zmodyfikowany model podtoza.

W rozdziale tym przedstawiono zmodyfikowany model podtoza, uwzgledniajacy
poprzeczng izotropi¢ i niejednorodnos¢ po giebokosci rozpatrywanego osrodka, a takze
uwzglednieniu trzech niezerowych sktadowych wektora przemieszczenia. Zapropono-
wano opis niejednorodnego, poprzecznie izotropowego osrodka poprzez wielkosci state
I funkcje zmienne po glebokosci warstwy.

Przedstawiono modele zmodyfikowanego podloza gruntowego, otrzymywane
wprowadzeniem roznych zatozen kinematycznych lub fizycznych. Zmodyfikowane mo-
dele podtoza zostaty wyprowadzone w kartezjanskim oraz w walcowym uktadzie wspot-
rzednych.

Przedstawiono zmodyfikowany dwuparametrowy model podiloza Vlasova,
uwzgledniajacy poprzeczng izotropie osrodka oraz zmienno$¢ po gltebokosci warstwy
charakterystyk materialowych.

Rozdzial 7. Weryfikacja zmodyfikowanego modelu podtoza.

W tym rozdziale przedstawiono weryfikacje zmodyfikowanego modelu podtoza
na podstawie teorii sprezystosci dla poprzecznie izotropowej warstwy, obcigzonej na po-
wierzchni w ksztalcie prostokata oraz kota, a takze poréwnanie zmodyfikowanego mo-
delu podtoza z modelem Vlasova.

Rozpatrzono zagadnienie obcigzenia warstwy sprezystej, w ktorej charakterystyki
materialowe sg state po glebokosci oraz zmienne w sposob liniowy (podioze gradien-
towe), a takze skokowy. Porownano przypadek obcigzenia w ksztalcie kota o promieniu
a, dziatajacego na warstwe sprezysta i uktad dwu warstw o sztywnosci zmiennej po gle-
bokosci.

Rozdziat 8. Dobor parametrow sztywnosci.

W tym rozdziale rozpatrzono dobor parametrow sprezystosci w celu wyznaczenia
warto$ci przemieszczen uwzgledniajac nieliniowo$¢ rozktadu modutu odksztalcenia

w zakresie matych i srednich odksztalcen. Przedstawiono czynniki okreslajace zaleznos¢
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naprezenie-odksztalcenie w gruncie, sztywnos$¢ poczatkowa, wyznaczang na podstawie
pomiaru predkosci fali poprzecznej lub za pomocag kolumny rezonansowej, nieliniowy
rozktad sztywnosci gruntu, mozliwos$ci aparaturowe okreslania sztywnosci ze wzgledu
na zakres odksztatcenia, charakterystyki progowych stref odksztalcenia, a takze uwarun-
kowania rozktadu sztywnosci w zakresie matych i §rednich odksztalcen. Zaproponowano
dobdr reprezentatywnej warto$ci sztywnosci gruntu dla rozpatrywanego zakresu od-
ksztatcen.

Rozdziat 9. Podsumowanie i wnioski.

W rozdziale tym przedstawiono podsumowanie oraz ogdlne wnioski dotyczace
rozwigzan Scistych teorii sprezystosci dla wybranych przypadkéw obcigzenia warstwy

sprezystej, weryfikacji 1 modyfikacji modelu podtoza Vlasova podioza.
1.3 Hipoteza badawcza

Istnieje mozliwo$¢ modyfikacji i uogdlnienia zatozen modelu podtoza Vlasova,
polegajacych na uwzglednieniu:
1) trzech niezerowych sktadowych wektora przemieszczenia;
2) zmienno$ci sztywnosci gruntu w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny ograniczaja-
cej warstwe;

3) poprzecznej izotropii o$rodka.
1.4 Oznaczenia®®/

W pracy zastosowano zapis indeksowy lub macierzowy. Réwnania i wzory zapi-
sano korzystajac z notacji wskaznikowej'’/. Wskazniki lacinskie i, j, k przebiegaja ciag
1, 2, 3 i odnoszg si¢ do prostokatnego uktadu wspotrzednych kartezjanskich {X1,X2,x3}
parametryzujacego przestrzen, w ktorej znajduje si¢ rozpatrywana warstwa (przestrzen
fizyczna). Wskazniki greckie a, S przebiegaja ciag 1, 2 i dotycza parametréw powierzchni
podstawowej. Korzystano tez z uktadu wspotrzednych walcowych {r,p,z}. Czes$¢ prze-
strzeni, w ktorej znajduje si¢ rozpatrywana warstwa, parametryzowano za pomocg karte-
zjanskiego, prawoskretnego uktadu wspotrzednych. Wspotrzedne punktow oznaczamy

przez Xi lub Xq.

18/ Przyjeto oznaczenia proponowane W monografii [58].
17/ Jezeli nie wskazano inaczej.
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Konwencja sumacyjna (sumowanie wedtug wskaznika powtarzajacego si¢ dwu-
krotnie) obowigzuje wobec wyzej wymienionych wskaznikow (jezeli nie wskazano ina-
czej). W szczegolnych przypadkach odej$cie od konwencji sumacyjnej jest wtedy, gdy
jeden ze wskaznikow jest podkre§lony. Przyktadowo: f..=f11+f2, ale f,, dla a=1 wynosi
fii=f11, a dla a=2 wynosi fo2=f2>.

Warto$ci przemieszczen, w przypadku trojwymiarowego zagadnienia, sg funk-
cjami wspotrzednych prostokatnych {X1,X2,x3}, Ui=ui(xx). Natomiast w przypadku dwu-
wymiarowego zagadnienia, wektory przemieszczen sg funkcjami wspotrzednych prosto-
katnych {X1,X2}, Us=Uq(Xg).

Dla bardziej wygodnego zapisu, przy przejsciu do konkretnych przyktadow, spot-
rzgdng X1 bedziemy oznaczac literg X, wspotrzedna Xz — literg y, natomiast wspotrzedng X3
— literg z.

Pochodng czastkowa oznaczono przecinkiem poprzedzajacym odpowiedni

ou;
wskaznik, np. U; ; = 6_)(I Jezeli funkcja zalezy tylko od jednej zmiennej, pochodng ozna-

oa() , v
czono 8—x3_()

Rowniez w pracy zastosowano nast¢pujace oznaczenia:
TS — teoria sprezystosci,
PSO — ptaski stan odksztatcenia,
MV — model Vlasova,
ZMV — zmodyfikowany model Vlasova,
FV — funkcje Vlasova,

ZMV - zmodyfikowane funkcje Vlasova.
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2. STATYKA WARSTWY GRUNTU WEDLUG TEORII VLASOVA
2.1 Cel rozdzialu

Celem tego rozdziatu jest przedstawienie modelu podtoza sprezystego Vlasova,
zaproponowanego w monografii [29]. W odroznieniu od Vlasova i Leontieva, gdzie row-
nania modelu podloza otrzymano stosujac zasade prac wirtualnych, rbwnania w tej pracy
otrzymane na podstawie ortogonalizacji rownan rownowagi teorii sprezystos$ci Sposobem
Galerkina. Przedmiotem rozwazan jest warstwa sprezysta 0 migzszosci H, obcigzona pro-

stopadle do ptaszczyzny ograniczajacej t¢ warstwe.
2.2 Przestrzenny stan odksztalcenia

W monografii [29] rozpatrywana jest warstwa gruntu 0 migzszosci H, znajdujaca
si¢ w przestrzennym stanie odksztatcenia (rys.2.1), przy zatozeniu, ze poszukiwane prze-
mieszczenia mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci®®/

m
Ui (Xk) = Zuis (Xa)‘//is (Xs) =Uis (Xa)l:”is (Xs) , (2.1)
s=1
gdzie:
I, k=1,2,3 a=1,2s=1,2,3, ..., nj
M=M(xx) — rozpatrywany punkt materialny osrodka sprezystego,
Ui=Ui(xx) — sktadowe wektora przemieszczenia punktu M,

pi=pi(X.) — sktadowe wektora obcigzenia powierzchniowego.

19/_

Rys.2.1. Warstwa sprezysta Rys.2.2. Rozktad przemieszczen po glebokosci?Y/.

18/ Przemieszczenia zapisujemy stosujac konwencje sumacyjng. Wskaznik podkreslony nie podlega sumo-
waniu.

19/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [29], s. 50.

2/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [29], s. 56.
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Zaktadamy, ze bezwymiarowe funkcje yis(xs), charakteryzujace zanikanie prze-

mieszczen Ui(Xk) po glebokosci warstwy, sa znane (rys.2.2), przy czym

v (0)=1, w(H)=0. (22)
Naprezenia aij zapiszemy nastepujaco
E, (1-v,

Jij(xk)zl_:ioz( > O( i,j+uj,i>+vouk,k5ijJ’ (2.3)

gdziei, j, k=1, 2, 3.
We wzorze (2.3) wielkosci Eo i vo wyrazaja si¢ nastepujaco [29], s. 22:
E v

E0=1 o, Vp=——, (2.4)
Yy

gdzie:
Eg, vg — 0dpowiednio modut Younga i wspotczynnik Poissona podtoza.

Przy pominigciu sit masowych, warunki rownowagi

;=0 (2.5)

spetniono stosujac ortogonalizacje Galerkina, otrzymujac skomplikowany uktad réwnan
rézniczkowych na funkcje Uis(Xs), ktory podano w monografii [29], S. 53, wzor 6.7.

Roéwnania dwuparametrowego podtoza Vlasova sa wyprowadzone przy zaloze-
niu, Ze przemieszczenia poziome Ui 0raz Uz s3 rGwne zeru.

W przypadku szczegdlnym n; = 1 oraz:

ul(X1!X2’X3):01 uz(xl,xz,x3):0,

(2.6)
Us (X:L’ Xy Xs) = W(Xl’ Xz)‘//(xs) ,
otrzymujemy nast¢pujace rownanie rozniczkowe modelu podtoza sprezystego
E, ) E
— _V'w- 0w+ p,=0,
al 2(1+V0) bll_VOz p3 (27)
lub
k,V'w—kw+p, =0, (2.8)
gdzie:

Ww=Ww(X1,X2) — poszukiwana funkcja przemieszczen, [m],
p3=p3(X1,X2) — obcigzenie powierzchniowe, prostopadie do plaszczyzny ograniczajacej

warstwe, [Nm=2],
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EO
1-v,

70, K —iai, (2.9)

k, = =
2 2(1+v,)

1

aﬁzwz(Z)dz, bﬁ!(dl//d—gz)] dz. (2.10)

Zauwazmy, ze wspotczynnik a1 ma wymiar dtugosci [m], b1 zas [m™], natomiast
parametry catkowe K1 i ko maja wymiary odpowiednio [Nm=] i [Nm™].

Rownanie (2.8) mozna traktowac jako model podtoza o dwoch parametrach cat-
kowych ki i ko, opisujacy zachowanie warstwy gruntowej, obcigzonej na powierzchni
wylacznie obcigzeniem pa.

Uogolnione sity podtuzne N(x1,x2) oraz poprzeczne T(X1,X2) Wyznaczymy ze wWzo-
row:

H H
N (X,%,)= IO'XXl//(Z)dZ, T (X, %)= _[ale//(z)dz : (2.11)
0 0

Wyrazajac naprezenia ze wzordow na sity poprzeczne (2.11) poprzez przemiesz-
czenia (2.6), otrzymamy:

N (%, %, ) = kW (X, %,), T(xl,xz)zkzé—a\;v, (2.12)

gdzie oznaczono

E, dy (z) v,E
Kk = Yoo dz=—_ Y5
: 1_Vozgq//(z) P ) 2.13)

Rownanie rézniczkowe (2.8) opisuje przestrzenny model podtoza sprezystego
przy zatozeniu, Ze przemieszczenia poziome sg rowne zeru. Schematycznie ten model
mozna przedstawi¢ jako uktad sprezyn, miedzy ktérymi wynikaja wewnetrzne sity tarcia.

Taki model Vlasov nazywa modelem podtoza sprezystego o dwoch parametrach K i t2%/.

— —

P

Rys.2.3. Schemat modelu podtoza Vlasova??/.

Nalezy takze zaznaczy¢, ze w monografii [21], s. 252-256, rozpatrywano model

podioza typu Vlasova, bazujacy na niejednorodnym (wzgledem X, y, z) modelu podioza

21/ W monografii [29] przyjeto oznaczenia: k=ki, 2t=k,.
22| Rysunek wiasny na podstawie monografii [29], s. 25.
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lepko-sprezystego Kelvina-Voigta. Korzystajac z zasady prac wirtualnych, dla warstwy
0 ksztalcie cylindrycznym podano réwnanie modelu podioza lepko-sprezystego, w kto-

rym charakterystyki materiatowe sg funkcjami zmiennych przestrzennych.
2.3 Plaski stan odksztalcenia

W monografii [29] réwniez rozpatrywana jest warstwa gruntowa, znajdujaca si¢
w plaskim stanie odksztatcenia (rys.2.4). Przemieszczenia zapiszemy nastepujaco:

n

Z uls !r//ls Z u35 l//Ss (214)

S=.

Warunki rownowagi

0111 T 0, = 0,
(2.15)

Oy1 10y, = 0,

spetniono stosujac ortogonalizacje Galerkina, otrzymujac uktad rdwnan rozniczkowych

na funkcje uis(xy) oraz uss(xy), ktory podano w monografii [29], s. 18, wzor 1.10.

a.)/ Y vV

Y

Rys.2.4. Warstwa gruntu znajdujaca sie w PSO%/.

W przypadku szczegdlnym dla n1=n,=1, przy oznaczeniach:

U (%, %) =0, U (%, %) =W(X )y (x,), (2.16)
otrzymujemy jedno rownanie rézniczkowe o postaci (por. wz.(2.7))
E, d’w E
: —b ——5w+p, =0, (2.17)

2(1+v,) dx? 1y,
lub (por. wz.(2.8))

d2
SN kw+p, =0, (2.18)

23/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [29], s. 22.
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gdzie:

OE,b, - O0E,a,
, =2t

k, = >, ,
1-v, 2(1+v,)

1

(2.19)

W=W(X1) — poszukiwana funkcja przemieszczen pionowych, [m],
0 — szeroko$¢ wycigtego paska (rys.2.4), [m].

Parametry catkowe a1 i b1 wystepujace w formutach (2.19) sa podane wzorami
(2.10). Uogolnione sity podiuzne N(x1) oraz poprzeczne T(X1) wyznaczymy ze WZorow
(2.12).

Rownanie rozniczkowe (2.18) opisuje model podtoza sprezystego znajdujacego
si¢ w ptaskim stanie odksztatcenia przy zatozeniu, ze przemieszczenia poziome sg rowne
zeru. Wiasciwosci tego modelu zaleza od dwoch parametrow catkowych ki i ko.

Model podtoza o dwoch parametrach Kz i k2 jest najprostszym modelem podtoza
sprezystego, otrzymanego na podstawie ortogonalizacji rOwnan rownowagi teorii sprezy-
stosci, wyrazonych w przemieszczeniach.

W dalszej czgsci pracy dla warstwy poddanej na powierzchni obcigzeniu w ksztal-
cie kota oraz prostokata przedstawiono poréwnanie przemieszczen pionowych, otrzyma-

nych wedlug modelu podtoza Vlasova, z rozwigzaniem $§cistym teorii sprezystosci.

26



3. PRZESTRZENNE ZAGADNIENIA TEORII SPREZYSTOSCI
3.1 Cel rozdzialu

W tym rozdziale oméwiono rozwigzanie zagadnien wybranych przypadkow ob-
cigzen o$rodkow izotropowych (potprzestrzeni, warstwy, warstwy na polprzestrzeni,
a takze dwoch warstw sprezystych), znajdujacych si¢ w przestrzennych warunkach na-
prezeniowo-odksztatceniowych.

Rownania przemieszczeniowe, przy braku sit masowych, zapiszemy w postaci

U +(A+ p)uy =0, (3.1)
gdzie: i, j=1, 2, 3,
a state Lamego 4, u wyrazone sa wzorami:
E Ev 2Gv
= G =—, /1 = = s
B2y T ) 1o 3:2)

w ktorych E — modut Younga, G — modut Kirchhoffa, v — wspotczynnik Poissona.
Zauwazmy, ze W przypadku, gdy 1=u, wspotczynnik Poissona jest rowny v=Ya.
Do rozwigzania uktadu rownan przemieszczeniowych (3.1) najbardziej znanymi

s przedstawienia wektora przemieszczenia U W postaciach [11]:
1) Trefftza: u, = +x,7,, V’p =0,V?y, =0;

2) Papkowicza-Neubera: u, = o, +(x;p,) —4(1-v)w;;

3) Galerkina: u, =(1+k)V?F, —kF, ;;;

jir

2 2
4) Love’a: U, =— 0x , U, :(1+1jv2 _6_72(_
oroz k oz

Otrzymanie analitycznego rozwigzania rownan przemieszczeniowych teorii spre-
zystosci w niektorych przypadkach mozna uzyskaé stosujac?/:
— catkowe przeksztatcenia Fouriera oraz Hankela?®/,
—rozwigzanie w wielomianach,
— szeregi trygonometryczne?®/,

— funkcje zmiennej zespolone;j.

24/ Analityczne metody rozwigzywania rownan teorii sprezystoéci sa podane miedzy innymi w pracach
[11], [12], [59], [60], [61], [62], [63], [64], [65], [66], [67], [68].

25/ Przeksztatcenia catkowe Fouriera oraz Hankela przedstawiono miedzy innymi w monografiach [69],
[701, [71], [72], [73].

%/ Zastosowanie szeregdw Fouriera do rozwigzywania réwnan rézniczkowych przedstawiono miedzy in-
nymi w monografii [74].
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Mozliwosci konstruowania dokladnych rozwigzan oraz otrzymania koncowych
wzorow analitycznych poszukiwanych wielkos$ci wedlug teorii spr¢zystosci sg ograni-
czone. Zarowno W przypadku zagadnien przestrzennych, jak i ptaskich, $ciste rozwigza-
nia mozna uzyska¢ metodami opisanymi powyzej tylko dla obszarow 0 geometrycznie
prostych granicach, a najczgsciej tylko dla przestrzeni i potprzestrzeni [12], s. 127.

Czeg$¢ z omowionych ponizej zagadnien ma charakter rozwigzan fundamental-
nych (na przyktad zagadnienie Boussinesq’a). Te rozwigzania majg charakter praktyczny,

stanowigcy podstawe do znajdowania innych rozwigzan.
3.2 Wybrane zagadnienia obciaZenia polprzestrzeni sprezystej

Wsrod rozwiazan szczegolnych uktadu rownan (3.1) na specjalng uwagg zastu-
guja rozwiqzania fundamentalne, odpowiadajace dziataniu sit skupionych w nieskonczo-
nym obszarze sprezystym, przy uzyciu ktdrych mozna uzyska¢ rozwigzania dla obszaru
skonczonego, stosujac wzory Somigliany?’/ oraz Greena [11], s. 160.

W tym podrozdziale oméwiono rozwigzanie zagadnienia Boussinesq’a (potprze-
strzen sprezysta obcigzona na powierzchni normalng sitg skupiong) oraz szereg rozwia-
zan dla innych przypadkow obcigzenia potprzestrzeni, otrzymanych na podstawie roz-

wigzania zagadnienia Boussinesq’a.
3.2.1 Zagadnienie Boussinesq’a?®/

Zagadnienie Boussinesq’a, jak wspomniano wyzej, nalezy do tak zwanych roz-
wigzan fundamentalnych. Ze wzglgdu na to, ze rozwigzania tego zagadnienia jest przed-
stawione w wielu pracach réznych autorow, przedstawimy go krotko.

Rozpatrzmy potprzestrzen sprezysta x3>0 obcigzang w poczatku uktadu wspot-
rzednych sitg skupiong ps=Pd(x)d(y) skierowang wzdtuz osi z (rys.3.1). Wprowadzmy
nastgpujace oznaczenia wspotrzednych przestrzennych oraz sktadowych wektora prze-
mieszczenia:

X1=X, X2=Y, X3=12, (33)
ur=u, U=V, uUz=Ww,

przy czym: u=u(x,y,z), v=v(x,y,z), w=w(x,y,z).

21/ Doktadniej o wzorach Somigliany patrz [67], s. 133.
28/ Opracowano na podstawie monografii [11], s. 199, [61], s. 43.

28



Rys.3.1. Potprzestrzen obciazona sita skupiona.

Przemieszczenia wyznaczymy ze wzordéw [11], s. 201:

U Px (z 1-2v Ve Py (z 1-2
4muR\R* R+ ) 4ruR\R* R+z )’

P (é—22+2(1—v)j,

(3.4)

W=
4muR

gdzie: r=«/x2+y2, R=+\r?+2%.
Wzory (3.4) pozwalaja wyznaczy¢ poziome oraz pionowe przemieszczenia

osrodka sprezystego dla dowolnych zmiennych przestrzennych X,y,z.
3.2.2 Polprzestrzen obcigzona réwnomiernie na powierzchni prostokata

Rozpatrzmy potprzestrzen sprezysta obcigzong rOwnomierne na powierzchni pro-

stokata 0 wymiarach 2a x 2b (rys.3.2).

Rys.3.2. Polprzestrzen poddana obciazeniu Rys.3.3. Potprzestrzen obcigzona na powierzchni
w ksztalcie prostokata. sita skupiona.

Rozwigzanie tego zagadnienia otrzymamy na podstawie rozwigzania zagadnienia
Boussinesq’a, traktujac wzory (3.4) jako funkcje Greena. W tym celu nalezy przenies¢
site skupiong P w dowolny punkt ciata o wspotrzednych {Xo,yo} (rys.3.3).

W przypadku obciazenia powierzchniowego o ksztalcie prostokata, nalezy wyko-

na¢ catkowanie funkcji przemieszczen (3.4) w uktadzie wspotrzednych {Ox1,y1,21}.
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Wzory na przemieszczenia rownolegte do ptaszczyzny ograniczajacej potprze-

strzen U(X,y), V(X,y) oraz przemieszczenia prostopadte do niej w(X,y) zapiszemy nastepu-

jaco:
(1+v)p % 8 x—xo( z 1—2\/)
= dx,dy,,
27E Hb R \RZ Rz oo
(1+v)p ¢ % y—yo( z 1—2vj
= = dx,dy, ,
VTR Ll, R \RE Riz) o0 (35

gdzie R :\/(x—xo)2 +(y—y0)2 +2°.
Wprowadzajac wspotrzedne bezwymiarowe:
X=§a1y=77b, z=¢a, Xo =&, Yo =1, b=xa, (3-6)

formuty (3.5) zapiszemy nast@pujqco:

]dfodno’ (3.7)

gdzie R= \/(St_go)z + K (77_770)2 +§2 .

Catkowanie funkcji przemieszczen (3.7) zostato wykonane w programie Wolfram
Mathematica 8%°/. Nalezy zaznaczy¢, ze wygodniej jest najpierw wyznaczy¢ catke ogolng
wzorow (3.7), a nastepnie podstawi¢ granice catkowania.

Wykonujac catkowanie funkcji przemieszczen (3.7), otrzymamy nastepujace

wzory na przemieszczenia u(&,,,0), V(En,L), W& n,L), zalezne od parametru xk=b/a:

u(én.¢)= —U(éné’) (éné)——v(énc)
(3.8)

W(En.8)="2W(En0),

2 W przypadku catkowania funkcji przemieszczen (3.7), w zaleznosci od wersji Wolfram Mathematica,
przy calkowaniu program postuguje si¢ roznymi, ale rownowaznymi funkcjami, dajacymi takie same wy-
niki.
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gdzie:

(e ¢) =TI e En))

2
W(&m¢)= r )2(1 Zv)[ f(&m¢)+8,(6m¢)),
W(é,n,4)=%ﬂ{—gfw(é,n,4)+Zl(f;:) @W(mg)]

natomiast:

f(Eme)=(1- g){arctan (Kil—_'ﬁj +arctan ( r(1+ 77)H _

(1-¢&)arctan

(1-¢&)arctan

(1+¢)arctan

(1+¢)arctan

(
(
CA1-8) + 52 (L+n) +¢°
1+71)xIn
(d+7) [§+\/(1+§)2+K2(1+77) +§J

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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e = v

W)

(1-77)xarctan

(3.12)

(1-7)xarctan

(1+n)xarctan

(1+7)xarctan

(3.13)




(1-5){-n)x

f,(&n.¢)=arctan : | N
C\/(l—é:) +(1—77) K2+é’2
arctan (1-&)(L+n)x .
g\/(1—§)2+(1+77)2,(2+§2
(3.14)
arctan (1+&)(1-n)x N
g\/(1+§)2+(1_77)2 K2+
arctan (1+¢&)(2+n)x |
5\/(“5 “+(1+n) K2+
g (§’U’§)=(1+§)In \/(1+§)2+(1+77)2K2+§2+(1+77)K )
(e
(1=¢)In J@-) +(1-n) K+ - (1-n)x +
\/(1_5)2 +(1+n) &2+ +(L4n)x
2 2 (3.15)
(1+7)xln Y@+ &) +(1rn) g 41 +
JA-&F + (W) K 4¢P -1
(1+7)xIn \/(1+§)2+(1"7)2’<2+§2+§+1
\/(1_5)2+(1—77) K2+ &1

Ze wzoréw (3.8), z uwzglednieniem oznaczen (3.9)-(3.15), mozemy wyznaczy¢
przemieszczenia dowolnego punktu polprzestrzeni, rtOwnomierne obcigzonej w ksztatcie
prostokata o wymiarach 2a x 2b.

W dostepne;j literaturze autor nie znalazt ogolnych wzorow w takiej postaci 37

Nalezy zaznaczy¢, ze w monografii [76] rowniez uzyskano wzory na przemiesz-
czenia potprzestrzeni poddanej obcigzeniu prostokatnemu. Jednak, niestety, jak pokazano
w Zalaczniku 2, pkt.3, te wzory zawieraja btedy, chociaz w szczegdlnych przypadkach
mozna uzyska¢ poprawne wyniki, na przyktad w(0,0,0)=2,244ap(1?)/E.

30/ Poprawne wzory na przemieszczenia w(x,y,z) dla obciazenia potprzestrzeni w ksztalcie prostokata, w in-
nej postaci, znaleziono na stronie internetowej https://scadsoft.com/tests_scad/index/test/165. Na tej stronie
internetowej podano obliczenia MES, za pomoca programu komputerowego SCAD, problemu A. E. H.
Love’a [75]. Dodatkowe wyjasnienia podano w Zataczniku 2.

33


https://scadsoft.com/tests_scad/index/test/165

Wazny jest wzor na maksymalne przemieszczenie pionowe. Ponizej przedsta-
wiono go w jednej z pigciu roznych postaci, danych w Zataczniku 2 (patrz wzory (Z2.8)-
(22.12))

4ap(1-v°
W, =W(0,0,0,x) = %)[Karctgh (x/1+ K )+ arcsinh (zc):l . (3.16)
V4

Powyziszego wzoru autor nie znalazl W dostepnej literaturze.

W monografii [62], s. 409, znajdujemy warto$ci maksymalnego przemieszczenia
w(0,0,0)=2,244ap(1-?)/E oraz pod narozem kwadratu w(1,1,0)=1,122ap(1—?)/E.

Autor rozprawy zauwazyl pewne =zalezno$ci migdzy przemieszczeniami

w(0,0,0,x), w(1,0,0,x), w(0,1,0,x), w(1,1,0,x). Oto te zalezno$ci:

w(1,0,0,2¢) =w(0,0,0,), w(L10,x)= %w(o,o,o,K) ,

(3.17)
1
w(1,1,0,2x)=w(0,1,0,x), w(0,1,0,x)= EW(O’ 0,0,2x).
Takich zaleznosci autor nie znalazl W dostepnej literaturze.
Na rys.3.4-3.7 przedstawiono zaleznosci (3.17) dla v=0.
W v
4 2.0
3 15
2 1.0
1 0.5
2 4 5 5 10 P 4 5 s 10 ¢
Rys.3.4. Wykres W(1,0,0,2«) i W(0,0,0,x). Rys.3.5. Wykres W(1,10,x) i %W(0,0,0, K).
W W
3.0F 3.0
2.0F 2.0
1.5 1.5
1.0 1.0
0.5 0.5
2 p s 5 0 2 4 5 g 70 *
Rys.3.6.Wykres W(1,1,0,2«) i W(0,1,0,x). Rys.3.7. Wykres W(0,1,0,x) i %W(0,0,0,ZK).
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Widoczne jest, ze Z powyzszych wzoréw bardzo tatwo jest wyznaczy¢ przemiesz-
czenia w srodkach bokow prostokata, jak tez w narozach.

W monografii [62], s. 409, S. Timoshenko i J. Goodier podali, ze w przypadku
obcigzenia ksztalcie kwadratu, przemieszczenie w narozu kwadratu jest rowne potowie
przemieszczenia w srodku kwadratu. Okazuje si¢, ze takie stwierdzenie jest stuszne dla
obcigzenia w ksztatcie nie tylko kwadratu, ale i prostokata. W przypadku innej warto$ci
k, W monografii [62], s. 409 podano przyblizony wzor na niezdefiniowane $rednie prze-
mieszczenie.

Wzory na przemieszczenia ptaszczyzny (=0 zapiszemy nastepujaco:

u(&,0)="La(£n,0), v(:,n,o>=a—§v<«:,n,o>,
(3.18)
w(&.n,0)=2w(,m.0),

gdzie:

G(&7.0)= %ﬁ(l—f)arctan((l_n)’(}u

(1+v)(1-2v) (1—«5)““""”[%}

27

o B o 2]

WK(1+ n)ln(
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¥(&m,0)= ’((1+1/)2(+2V)(1—77)arccot((l_n)’(j_

!

2r 1+¢&

onf ) 62

(1+v)(1-2v)

A

(1+¢&)In

(1+v)(1-2v)

A

(1-¢)In

(3.21)

Rys.3.8. Wykres U(&,7,0) dlax=1, v="Y4. Rys.3.9. Wykres ¥(&,7,0) dlax=1, v="Y4.
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=
=y

s 1 2 3 4 3 7
—-01F
-0.2}
-0.3}
— =0
—0.4f -
-0.5F g
— »=t
Rys.3.12. Wykres G(&,0,0) dla x=1. Rys.3.13. Wykres ¥(0,7,0) dla x=1.

I 7 E 4 5
Rys.3.14. Wykres W(&,0,0) dlax=1. Rys.3.15. Wykres W(0,7,0) dla x=5.
Jak wynika z rys.3.12-3.13, przemieszczenia poziome sg rowne zeru w srodku
przylozonego obcigzenia, a ekstremalne (ujemne) sg na granicy tego obcigzenia (=1 lub
n=1). Natomiast z rys.3.14-3.15 wynika, ze przemieszczenia pionowe sg maksymalne

w srodku obcigzenia i zanikajg wraz z oddalaniem si¢ od jego bokdow.

Funkcje charakteryzujace zmienno$¢ przemieszczen wzdtuz osi { zapiszemy na-

stepujaco:
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u(1,0,¢) = a—Epa(l,o,g), v(01,¢)= %\7(0,1,4) ,

(3.22)
W(O,O,§)=a—£v‘v(0,0,§),
gdzie:
0(1,0,{)= 2(1+v)(- 2V)[arctan( oK ]arctan( ]]-f-
a 24+ +K°
(L+v)(1-2v)x [ TN J 029
¢+ 4+§ + K7
( ) In \/§2+K +K \/4+§ +xl -k
V(0,,¢)="—"—"" 1+V)(1 Zv) arcsmh(g“)—ln(g“JFM)}—
T
2(L+v)(a-2v)x arccot (2« ) —arccot ZKM +
T & (3.24)
¢(1- vz) N m—l
™ «/1+g «/l+§’2+41<2+1 '
W(O,O,é)=—Zg(lﬂ/)(l_zv)arccot[—g"“gz+K2J_
T K
(3.25)

W AW

r \/1+g“ +x”+1 \/1+4’2+K2 +K
Na rys.3.16-3.17 przedstawiono wykresy zanikania maksymalnych przemiesz-

czen wraz z glgbokoscia G(1,0,¢)=%(0,1,¢) oraz W(0,0,¢ ) dla x=1.

W

— =0
0.2 2.0F y=1
4
C s oSt =1
2 4 6 8 0° 2
—0.2 _—p Lo} \
=1 _
—0.4 e 05y '
y=L . . . ‘ .
2 4 5 8 10 °
Rys.3.16. Wykres ((1,0,£)=V(0,1,¢) dlax=1. Rys.3.17. Wykres W(0,0,¢") dlax=1.
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Z rys.3.16-3.17 wynika, ze przemieszczenia poziome ((1,0,¢) oraz ¥(0,1,¢),

obliczone dla v=", sa rowne zeru tylko dla (=0, natomiast dla dowolnej gtebokosci (" sa

rozne od zera.
Na rys.3.18-3.19 przedstawiono wykresy zaleznosci przemieszczen U(1,0,0,x)

oraz W(0,0,0,x) od wartosci «.

T

[
(%)
L
+u
£

=
1]

-0.2}

=
Il

—0.4}

=
Il
[ N T S

—06F

-0.81

1 2 3 y 5
Rys.3.18. Wykres ((1,0,0,«). Rys.3.19. Wykres W(0,0,0,«).
Z rys.3.19 oraz wzoru (3.25) wynika, ze maksymalne przemieszczenia pionowe
nieograniczenie ro$nie wraz ze wzrostem k. Natomiast przemieszczenia poziome
(rys.3.18), wraz ze wzrostem x przyjmuja wartos¢ graniczng

’I(i_rllou(l, O’g):_ap(l+vE)(1—2v) |

(3.26)

Na rys.3.20-3.21 przedstawiono wykresy zaleznosci przemieszczen U(1,0,4,v)

oraz W(0,0,¢,v) od wspofczynnika Poissona.

Rys.3.20. Wykres ((1,0,4,v) . Rys.3.21. Wykres W(0,0,¢,v).

Na rys.3.22-3.23 przedstawiono wykresy zalezno$ci maksymalnych przemiesz-

czeh U (1, 0,0, V) :\7(0,l 0, V) oraz W(O, 0,0, v) od wspoélczynnika Poissona.
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=

O.II 0:2 0;3 0:4 0;5
Rys.3.22. Wykres (i(1,0,0,v)=V(0,1,0,v). Rys.3.23. Wykres W(0,0,0,v).

Z rys.3.22-3.23 wynika, ze przemieszczenia poziome warstwy powierzchniowej
u(&,0,0) oraz v(0,7,0) przyjmujg warto$¢ zero dla v=Y, natomiast przemieszczenia pio-
nowe w(0,0,0) sg rozne od zeradla 0 <v <.

Maksymalne przemieszczenia dla k=1 wynosza:

u(1,o,o,v):v(o,l,o,v):—o,ss1ap(1+VE)(1_2V),

2 (3.27)
ap(1-
w(0,0,0,v) 2,044 L)
E

3.2.3 Warstwa obciazona réwnomiernie na powierzchni prostokatnej 3!/

Rozpatrzmy zagadnienie obcigzenia warstwy na powierzchni w ksztalcie prosto-
kata (rys.3.24). Nizej opisany sposob rozwigzania mozna stosowaé wylacznie w przy-

padku obcigzen pionowych [11], s. 194,

Ps
222222222222 \X;
j/ » 4 a2
b Xk - L il Ll
v/v/ v viv y H
P .
4 Y¥ zv
H E v
\4
Rys.3.24. Warstwa poddana obcigzeniu w ksztalcie Rys.3.25. Przekréj warstwy dla y=0.
prostokata.

W przypadku obcigzen pionowych (réwnoleglych do osi z), do rozwigzania da-
nego zagadnienia wykorzystamy reprezentacj¢ wektora przemieszczen za pomoca funk-

cji Papkowicza-Neubera

81/ Sposob rozwigzania takiego zagadnienia zostat podany w monografii [11], s. 194.
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U =@, +(x¥;), —4(1-v)¥, (3.28)

gdzie i, j=1, 2, 3. Natomiast funkcje @ i ¥; wybierzemy nastepujaco:

8
D=(1-2v)y, ¥, :5‘35_1’ (3.29)
X3

gdzie y=y(x3) jest funkcja harmonicznag, spetniajaca rownanie Laplace’a
Viy=0, (3.30)
z warunkami brzegowymi:
-p, dla (-a<x <a, —b<x, <b),
):{ 0 dla(x <-a, x>a, X,<-b, Xx,>D),
Oy (X, X, =0) =0 dla (—0 < X <00, —00< X, <00), (3.3
u; (X, % =H)=0.
Podstawiajac funkcje @ 1 ¥ do przemieszczen (3.28), otrzymamy:
U =Xxq+(1-2v) 1, —(3—4v)S,x, . (3.32)
Wyrazajac napre¢zenia oij poprzez przemieszczenia (3.32), otrzymamy:
oy, = Zyl:xazm +(1-2v) - 21/;(133] ,
O, = Zﬂl:xsl,zza +(1— 2V) X —2V)(’33:| :

(3.33)
O3 = 2/1[)(37(,333 _2,33] » O = 21X Y 153

O3 =2UX Y 2331 Opp = 21”()(3;(,123 +(1_ 2‘/))(,12) .
Stosujac do rownania Laplace’a (3.30) podwdjne cosinusowe przeksztatcenia Fo-

uriera, zdefiniowane wzorem

EJ‘J'f (%, %,)cos(sx, )cos(tx, )dxdx, (3.34)
4 00
a jego odwrotnos¢
2 %% .
f(xi,x2)=;” f (s,t)cos(sx, )cos(tx,)dsdt, (3.35)
00

kolejno otrzymujemy transformaty: funkcji y, przemieszczen Ui 0raz naprgzen aij. Po spet-
nieniu warunkoéw brzegowych (3.31) wyznaczymy przemieszczenia za pomocg transfor-
macji odwrotnej (3.35).

Obliczenia catek odwrotnej transformacji Fouriera (3.35) jest ucigzliwe. Autor nie

uzyskal wzorow w postaci funkcji zamknigtych na przemieszczenia Ui. Mozliwe jest
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jednak uzyskanie wynikéw stosujac catkowanie numeryczne, ktére zostatlo wykonane
w programie Wolfram Mathematica 13.

Wprowadzajac wspotrzedne bezwymiarowe &, 7, {, 4, 0, T
x=&a, X=nma, x=¢a, s=—, t=—, A1=—, (3.36)

transformat¢ przemieszczen pionowych 0, =W zapiszemy w postaci:

-~ (+v)a’p ;. -

W:wa(gw—hw), (3.37)
w ktorej:

o gl cos(&o)cos(no)sin(o)sin(x7)

w

7[0'2'(0'2 +12)
) 2624‘/‘m [2(1—\/)@—((0‘2 +72)J[2(1—v)m+i(02 +72)J
o 2(1-vo+ 2 (14T ) (0 4271 )
2e2§m[2(1—v)m—4’(0'2 +12)}[2(1—v)m+2(o—2 +12)J
2(1—V) [52 4 12 (1+e2/1 e )+/1(O_2 _H_z)(l_eu 62+12) '

Na rys.3.26-3.27 przedstawiono, przeskalowane przez mnoznik E/a®p, wykresy

h, =

transformaty przemieszczen (3.37) w zaleznosci od parametréw o i 7 dla k=11 1=1.

Rys.3.26. Wykres W dla v=0, k=1, 1=1. Rys.3.27. Wykres W dla v=Y, k=1, A=1.

Jak wida¢ ze wzoru (3.37) i rys.3.26-3.27, funkcja podcatkowa (3.37) jest niecia-
gta w punktach o stalym promieniu zalezacym od wartosci 4 oraz v. Dla warstwy po-
wierzchniowej ({=0), krzywe, na ktorych mianownik funkcji podcatkowej (3.37) jest

réwny zeru, zapiszemy w postaci

42



m, = ANo? +7° sinh [/1\/02 +7° } —2(1-v)cosh [}t\/az +7° } (3.38)

Na rys.3.28-3.29 przedstawiono wykresy krzywych, na ktérych mianownik mo

funkcji podcatkowej jest rowny zeru dla x=1.

.

Rys.3.28. Wykres mo=0 dla v=0, x=1. Rys.3.29. Wykres mo=0 dla v="5, k=1.

W przekroju #=0, (=0 oraz k=1 transformat¢ przemieszczen pionowych zapi-

szemy nastepujaco

4(1-v*)cos(&o)sin(o)sin(z) |

72'61'(62+T2)
i(a +7 )Cosh(ixla +7 ) (1-v)Vo?+7 smh(g\/ﬁ) (3.39)

Noi+1 Slnh(/I o’ +7 ) 2(1 v)cosh(ﬂ ol +T )

W=

Jak sie¢ okazuje, wyniki calkowania numerycznego zalezg od sktadni komendy
Nintegrate.

W tab.1 przedstawiono poréwnanie wynikow catkowania numerycznego transfor-
maty przemieszczen (3.39), przeskalowanych przez mnoznik E/ap, otrzymanych dla v=0
przy zastosowaniu nast¢pujacej sktadni komendy Nlintegrate:
wi=NIntegrate[W {o,0,00},{z,0,00}],
wo=NIntegrate[w,{c,0,0},{z,0,00},Method—GaussKronrodRule],
ws=NIntegrate[%,{c,0,0},{z,0,00},Method—GaussKronrodRule,MaxRecursion—100],
ws=NIntegrate[,{c,0,0},{z,0,00},Method—GaussKronrodRule,MaxRecursion— 100,
Exclusions—mo=0],
ws=NIntegrate[w,{c,0,0},{z,0,00},Method—MultiDimensionalRule],
wes=NIntegrate[,{c,0,0},{z,0,00},Method— MultidimentionalRule,MaxRecur-

sion—100, Exclusions—mo=0].
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Tab.1. Wartosci maksymalnych przemieszczen pionowych dla v=0.

A=1 A=5
cl o 0,5 1 15 2 0 0,5 1 15 2
w; | 0,838 | 0,779 | 0,396 | 0,028 | 0,044 | 0,838 | 0,779 | 0,396 | 0,028 | 0,044
w, | 0,922 | 0,845 | 0,343 | 0,009 | 0,000 | 0,922 | 0,845 | 0,343 | 0,009 | 0,000
w3 | 0,841 | 0,797 | 0,385 | 0,024 | 0,046 | 0,841 | 0,797 | 0,385 | 0,024 | 0,046
ws | 0,822 | 0,77 | 0,379 | 0,046 | 0,053 | 0,822 | 0,77 | 0,379 | 0,046 | 0,053
ws | 0,824 | 0,77 | 0,407 | 0,033 | 0,038 | 0,824 | 0,77 | 0,407 | 0,033 | 0,038
we | 0,822 | 0,77 | 0,379 | 0,046 | 0,053 | 0,822 | 0,77 | 0,379 | 0,046 | 0,053

Jak wynika z tab.1, zastosowanie tej czy innej metody catkowania ma znaczacy
wplyw na wyniki przemieszczen dla niewielkich warto$ci 4. Warto zaznaczy¢, ze z pracy
[77], dotyczacej oceny doktadnosci wynikow uzyskanych na podstawie rozwigzania Bo-
ussinesq’a poprzez catkowanie numeryczne, wynika, ze efektywne jest zastosowanie me-
tody catkowania wg algorytmu Simpsona.

Na rys.3.30-3.31 przedstawiono, odpowiednio przeskalowane przez mnoznik

E/ap¥/, wykresy przemieszczen pionowych W(¢&,0,0), otrzymane dla k=1. Wykresy zo-

staly sporzadzone za pomocg interpolacji splajnem BSplineFunction®®/ przy zastosowa-
niu nast¢pujacej sktadni komendy catkowania numerycznego Nintegrate:
NlIntegrate[w,{c,0,00},{z,0,:0}, Method— GaussKronrodRule,MaxRecursion—100].

W

2.0F — r=0
p=1
4
1.5F
=1
2
1.0F
£ sk
--“—"_‘-—
L I' 1 I' Il I_ 1 E{
—0.4+ 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Rys.3.30. Wykres W(¢&,0,0) dlax=1, A=1. Rys.3.31. Wykres W(£,0,0) dlax=1, 2=5.

Tu warto zaznaczy¢, ze warto$ci przemieszczen pionowych warstwy obciazonej
w ksztalcie kwadratu o wymiarach 2a x 2a sa mniejsze od przemieszczen warstwy ob-

cigzonej na powierzchni w ksztatcie kota 0 promieniu a dla A=1 (patrz rys.3.34-3.35).

%2 Uwaga 1. Wszystkie wykresy przemieszczen dla potprzestrzeni lub warstwy, jesli nie wskazano inaczej,
sg przeskalowane przez E/ap, to oznacza, ze dana rzeczywista warto$¢ przemieszczenia jest rOwna wartoSci
z rysunku pomnozona przez ap/E. W przypadku uktadow: warstwa na potprzestrzeni lub uktadu warstwa
na warstwie, stosujemy mnoznik Eo/ap.

33/ Patrz dokumentacja Wolfram [78].
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Na rys.3.32-3.33 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W(0,0,¢),

sporzadzone dla x=1%4/.

i w

— =0 2.0t — =0
0.8l
\ r=3 . r=3
I 12 \ I
0.6} y=1 \ p=1
\ 1.0k
0.4}
0.2} \ 0.5}
o ad 0s os 1ot ] > 3 4 e
Rys.3.32. Wykres W(0,0,¢) dlax=1, A=1. Rys.3.33. Wykres W(0,0,¢) dlax=1, 2=5.

W przypadku warstwy obcigzonej w ksztatcie kwadratu o wymiarach 2a x 2a, dla
A<1,705 (v=0) oraz A<1,307 (v="%), przemieszczenia pionowe sg mniejsze od przemiesz-
czen warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota o promieniu a (patrz rys.3.34-
3.35), mimo tego, ze pole obcigzenia w ksztalcie kwadratu jest wieksze od pola obcigze-
nia w ksztatcie kota: Arw=4a?, a Ar/=ma?. Ten wynik jest nielogiczny, poniewaz mniejsze
naciski powinny wywotywac mniejszy efekt przemieszczeniowy. Jednak juz dla 2=1,705
(4=1,307) maksymalne przemieszczenia warstwy obcigzonej w ksztatcie kwadratu sg
wieksze od przemieszczen warstwy obcigzonej w ksztalcie kota. Mniejsze warto$ci prze-
mieszczen dla 1<1,705 (1<1,307) mogg by¢ spowodowane btedami numerycznymi przy
obliczeniu retransformat przemieszczen dla matych 4.

Na rys.3.34-3.35 przedstawiono poroOwnawcze wykresy przemieszczen piono-

wych W(0,0,0, 1), sporzadzone dla warstwy obcigzonej na kole o promieniu a (o warun-

kach brzegowych odpowiadajacych warstwie z poslizgiem, patrz punkt 3.3.2) oraz war-

stwy obcigzonej na kwadracie o wymiarach 2a x 2a.

2.0F \ 1.5F
15 - \ obcigzenie w ksztalcie kwadratu obciazenie w ksztatcie kwadratu
[ 1.0F :
1.0 / obciazenie w ksztalcie kola l/ obciazenie w ksztalcie kota
i 05
0.sf
4=1,705 4=1,307
1 L I 1 I /I 1 1 1 1 1 /2
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Rys.3.34. Wykres W(0,0,0,4) dla v=0, x=1. Rys.3.35. Wykres W(0,0,0, 1) dla v=4, x=1.

34/ Wykresy sporzadzone za pomocg komendy ListLinePlot.
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Przecigcie krzywych nastgpuje w punkcie 1=1,705 (1=1,307). Dla wartosci
A>1,705 (4>1,307) przemieszczenia warstwy obcigzonej na kwadracie sg wigksze niz
przemieszczenia warstwy obcigzonej na kole.

Na rys.3.36-3.37 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-
czen pionowych W(O, 0,0, V) od wspotczynnika Poissona.

iv W

2.0+ F
F 1.2F

;_=5/{ 1-05 ) /

F /=5
Lop * 0.6] ,
L [ i=2
0.4f

0.2F

0.1 0.2 0.3 0.4 0s . 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys.3.36. Wykres W(0,0,0,v) dlax=1. Rys.3.37. Wykres W(0,0,0,v) dla x=1.

Jak wynika z rys.3.36-3.37, najwicksze wartosci przemieszczen plaszczyzny (=0

uzyskuje si¢, gdy v=0, a najmniejsze, gdy v=>"5.
3.3 Zagadnienie obrotowo-symetryczne3/

W ciatach obcigzonych osiowosymetrycznie, przemieszczenia, odksztalcenia

I napr¢zenia beda niezalezne od kata ¢ (rys.3.38). Wektor przemieszczen ma postaé:

u=u(u,,0,u,). (3.40)

W Zataczniku 2 przedstawiono pelne rozwigzanie tego zagadnienia. Otrzymany
tam uktad rownan rézniczkowych czastkowych sprowadzono metoda operatorowa do
jednego rownania biharmonicznego na funkcje Love’a y= y(r,z)

Viy=0, (3.41)

20 o’ 16 2 & 10 o
ktorym Vi=veiyi=2 ;29 o, ¢ ¢ 2 ¢ 9,9
wenym or* ror* or*oz2 r?or® roroz? r*or ozt

35/ Opracowano na podstawie [11], s. 170.
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Rys.3.38. Polprzestrzen obciazona osiowosymetrycznie.

Do rozwigzywania rownania (3.41) czesto stosowane sg przeksztatcenia catkowe

Hankela, ktore zdefiniowano w nastepujacy sposob [8], [9], [79]

o0

;Z(s,z):jrg(r,z)Jo(sr)dr, (3.42)

0

a odwrotno$¢ dana jest wzorem

x(r2)=

O 38

s7(s,z)J,(sr)ds, (3.43)

gdzie Jo —funkcja Bessela pierwszego rodzaju zerowego rzedu [80], s. 7.

Ponizej przedstawimy rozwigzania dla potprzestrzeni, warstwy, warstwy na pot-
przestrzeni oraz uktadu dwoch warstw sprezystych obcigzonych na powierzchni w ksztat-
cie kota. Nalezy zaznaczy¢, ze szczegotowo powyzsze zagadnienia przedstawiono mig-

dzy innymi w monografii [61].
3.3.1 Jednorodna pélprzestrzen poddana obciazeniu w ksztalcie kota®®/

Jak pokazano w Zataczniku 2, transformaty przemieszczen oraz naprgzen mozna

przedstawi¢ nastgpujaco:

ap(1+v)(1-2v—sz)

0 =- = eJ, (as),
- ap(1+v)(2(21_v)+sz)e‘SZJl(as), (3.44)
Es
N ap(1+sz) . o
Gp=-— ¢ J,(as), &,(s z)=-apze™J,(as).

Wykonujac odwrotne przeksztatcenia Hankela dla transformat (3.45), otrzymamy

WZzOry na przemieszczenia:

%/ W ponizszych podrozdzialach na og6t ograniczamy si¢ do wyznaczenia przemieszczen. Szereg przy-
padkow wyznaczenia naprezen oraz odksztatcen przedstawiono w monografii [61].
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s, (s,z)Jy(sr)ds.  (3.45)

ur(r,z)=IsUr(s,z)Jo(sr)ds, u,(r.z)=

O sy 8

Calki (3.45) sg szybko zbiezne [61]. Obliczanie odwrotnych transformat prze-
mieszczen oraz napr¢zen zostalo wykonane w programie Wolfram Mathematica 13.
W przypadku poétprzestrzeni, przy ustaleniu jednej wspotrzednej przestrzennej (p lub ¢),
jest mozliwe uzyskanie retransformat w postaci analitycznych wzoréw zamknigtych.
W pozostatlych przypadkach (na przyktad osrodek ograniczony) nalezy stosowac catko-
wanie numeryczne.

W przypadku szczegdlnym dla plaszczyzny z=0, wprowadzajac uktad wspotrzed-

nych bezwymiarowych:

r=pa, z=4¢a, S=—, (3.46)

o |3

WZOry na przemieszczenia uUr 0raz w zapiszemy nastgpujaco:

n ap .
ur(p,o):%ur(p,o), W(p,O):EpW(p,O), (3.47)
gdzie:
oo LE)E-2y) ’;’ O<p=l
(p,0)= — 1L
Yo,

) E(p?), 0<p<1, (3.48)

R

P P

w ktorych funkcje eliptyczne, wystepujace we wzorze (3.48)2, zdefiniowane sg nastepu-

jaco®'/:
E ; 1 20)do, K : ! 0 3.49
= — psin , = | ——d4F. .
(2) '([ (1= (?) ! (1—psin20) 549)

Na rys.3.39-3.42 przedstawiono wykresy przemieszczeti U, (p,0) oraz W(p,0).

37/ Doktadniej o funkcjach eliptycznych oprogramowanych w Wolfram Mathematica — patrz dokumentacja
Wolfram [78].
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y

— r=0
~0.30

r e =i
—04f ¢

[ —_—) =1

= 2 . \ ! ! !
—05¢ 1 2 3 y 57

Rys.3.41. Wykres 0, (p,0) . Rys.3.42. Wykres W(p,0).

W przypadku ustalonej zmiennej radialnej p rowniez istnieje mozliwo$¢ otrzyma-
nia funkcji zmiennosci po gltebokosci przemieszczen w postaci analitycznych wzorow

zamknigtych, ktore zapiszemy nastepujaco:

u (16) =T (1), w(0.6)=FW(0.0). (350)
gdzie:
T G | B G I )
V= [ ) K( :Zj -2 )E( :ﬂ
(3.51)
A (1+v)[2(1—v)+§(1—2v)(§—«/1+§2)}
W(0,¢) = \/1“;2 :

Natomiast funkcje zmiennosci naprezen po glebokosci zapiszemy w postaci®®/:

%/ W monografii [61], s. 97 rowniez przedstawiono wzory zalezno$ci maksymalnych naprezeh o, od gle-
bokosci. W bardzo dobrej monografii [81], s. 101, we wzorze 4.9 jest blad drukarski (por. wz.(3.52)1).
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4,3 -1 ,

(W)s (3.52)

__pli2+gt (A o 4]
on(h¢)= nL#E( :Zj K( gﬂ

Funkcje przemieszczen (3.47)2, (3.50)2 oraz (3.52)1 zostaty otrzymane migdzy in-

,(0,{)=p

nymi, w nieco innej postaci, w monografii [61], s. 94-97.

Na rys.3.43-3.44 przedstawiono wykresy zanikania wraz z gl¢bokoscig prze-

mieszczen U, (1,4) oraz W(O,é’).

'l':lr i

2.0 =0
0.2}
‘ J 5 s 0° =
—0.2} 1or \
— r=0
~0.4} =1 0.5
4
y=1 , , . ‘ L
e ! 2 4 6 P 0°
Rys.3.43. Wykres 0, (1,¢). Rys.3.44.Wykres W(0,¢).
Maksymalne przemieszczenia Ur,max | Wmax s rowne
ap(1+v)(1-2v)
u =Uu 11 0 = ’
r,max r ( ) 2E
, (3.53)
2ap(l-v
W, ., = W(0,0) = L ’
E
a przemieszczenie pionowe na granicy przytozonego obcigzenia Wynosi
4ap(1-v*
w(L0)= 4ap(1-v') (3.54)
Ex

Wzory na maksymalne przemieszczenia pionowe (3.53)12 sa dobrze znane w li-
teraturze, na przyktad w monografiach [61], [62].
Na rys.3.45-3.46 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen U, (1,0,v) oraz W(0,0,v) od wspdtczynnika Poissona.
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
—01F 1.5—‘\
_0‘2,
1.0f
_0‘3,
0.5
—0.4F
-0 01 02 03 04 05"
Rys.3.45. Wykres G, (1,0,v). Rys.3.46. Wykres W(0,0,v).

Z rys.3.45-3.46 wynika, ze w przypadku obcigzenia polprzestrzeni w ksztalcie
kota przemieszczenia poziome warstwy powierzchniowej U, (1, O,V) sa rowne zeru dla
v=Y5, natomiast przemieszczenia pionowe W(0,0,v) sa rdzne od zera, podobnie jak

w przypadku potprzestrzeni obcigzonej w ksztalcie prostokata (patrz rys.3.22-3.23).
Interesujace jest porownanie maksymalnych przemieszczen poiprzestrzeni, poda-
nej obcigzeniu p=const przy jednakowych powierzchniach kwadratu i kota. Powierzchnia

kwadratu Siw=4a? jest rowna powierzchni kota Sx=rto? wtedy, gdy promien kota ro wy-

. 2
nosi: I, _a (rys.3.47).

N

Ze wzoru (3.27)3, maksymalne przemieszczenie w $rodku kwadratu jest rowne

p(1-v* N
W, =2, 244(T) , @ W centrum kota, 0 powierzchni rownej powierzchni kwadratu

2
W, =2,256@.

Widoczne jest, Ze przemieszczenie w centrum kota jest wigksze od przemieszcze-

nia $rodka prostokata, przy réownosci pol obcigzen Sw=Si>Y.

A

2a

2a

>
<

Rys.3.47. Schemat obciazenia w ksztalcie kota i kwadratu.

%9/ 7 tego przyktadu wynika, ze wyznaczenie wspotczynnika sztywno$ci w modelu Winklera zalezy miedzy
innymi od ksztattu ptytki wciskanej w grunt.
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3.3.2 Warstwa spoczywajaca na nieodksztalcalnym podtozu®®/

Rozpatrzmy dwa przypadki obcigzenia w ksztalcie kota, dziatajacego na warstwe
sprezysta, roznigce si¢ tylko warunkami brzegowymi: warstwa utwierdzona oraz warstwa

Z poslizgiem (rys.3.48-3.49).

Py Ps
YYVVVVYVYVVYVY L YYVVVVVYVVVY r
2 e “‘ NP

_— |H — _— |H —_—
E v E v
Zy v

Rys.3.48. Warstwa spoczywajaca na sztywnej ba- Rys.3.49. Warstwa spoczywajaca na sztywnej ba-
zie bez poslizgu. zie z poslizgiem.

Podobnie jak i w podpunkcie 3.3.1, do rozwigzania rownania biharmonicznego
(3.41) zastosujemy transformate catkowg Hankela podang wzorem (3.42) i jej odwrotno$é
(3.43). Pelne rozwigzanie znajduje si¢ w Zataczniku 2.

W przypadku warstwy utwierdzonej (rys.3.48), warunki na brzegach, zaktadajac,
Ze p3=p=const s3 nastepujace:

ap ~

- :_psz—?\ll(as), O ' Gf|z—>H_0’ W|z—>H:0' (3.55)

|z:0

Natomiast w przypadku warstwy z poslizgiem (rys.3.49) warunki na brzegach, przy za-
lozeniu, ze ps=p=const sa nastepujace:

~ a ~
:_p3:_?pjl(as), o

0, ¢ =

, I’Z|z—>H T W|z—>H

=0. (3.56)

O-ZZ|Z:0 fZ|z:0 -

Obliczanie odwrotnych transformat przemieszczen oraz naprezen W analitycznej
postaci jest ktopotliwe. Jak wspomniano wyzej, mozliwe jest ich obliczenie w przypad-
kach szczegdlnych (np. dla potptaszczyzny oraz dla ustalonych zmiennych rlub z).
W tym przypadku nalezy stosowaé catkowanie numeryczne, ktore zostalo wykonane za
pomocg programu Wolfram Mathematica 13. Sktadnia komendy catkowania numerycz-
nego NlIntegrate jest nastepujaca:
NIntegrate[iw,{#,0,0},Method—GaussKronrodRule,MaxRecursion—100].

40/ Rozwigzania warstwy na nieodksztatcalnym podlozu szczegétowo badano migdzy innymi w pracy [61],
s. 159-180.
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Na rys.3.50-3.57 przedstawiono wykresy przemieszczen U, (p,0), W(p,0), spo-

rzadzone dla warstwy utwierdzonej oraz warstwy z poslizgiem*/.

Rys.3.50. Wykres przemieszczen
warstwy utwierdzonej, 1=1.

Rys.3.52. Wykres przemieszczen
warstwy utwierdzonej, A=5.

[ S T

2.5 3.0,0

[

1.0 T

0.5

20

Rys.3.54. Wykres przemieszczeh W(p,0) dla

warstwy utwierdzonej, 1=1.

i,
0.2r

0.1F

—-0.3F

Rys.3.51. Wykres przemieszczen G, (p,0) dla

warstwy z poslizgiem, A=1.

Rys.3.53. Wykres przemieszczen U, (p,0) dla
warstwy z poslizgiem, A=5.
i)'.
— =0
1
4
y=1
2
05 10 15 20 25 30”7

Rys.3.55. Wykres przemieszczen W(p,0) dla

warstwy z poslizgiem, 1=1.

4] Wykresy przemieszczen sporzadzone za pomocg komendy ListLinePlot.
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1.0
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i

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Rys.3.56. Wykres przemieszczeni W(p,0) dla Rys.3.57. Wykres przemieszczen W(p,0) dla
warstwy utwierdzonej, A1=5. warstwy z poslizgiem, 1=5.

Z rys.3.50-3.57 wynika, ze najwigksze wartosci przemieszczen pionowych sa dla
v=0, a najmniejsze dla v='. Natomiast przemieszczenia poziome dla v=0 i v=V4, w gra-
nicach przylozonego obcigzenia, sg ujemne, a dla v=Y — dodatnie.

Na rys.3.58-3.59 przedstawiono poréwnawcze wykresy przemieszczen U, ( P, O) :

W( o2 0) , sporzadzone dla warstwy utwierdzonej oraz warstwy z poslizgiem.

i W

0.05¢ warstwa z po$lizgiem
0.8F
T
2.0 25 3.0 s 0.61
warstwa
-0.05¢ 0.4} utwierdzona
warstwa utwierdzona
0.2
-0.10+
warstwa z poélizgiem
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 s
Rys.3.58. Wykres G, (p,0) dlav=Vs, A=1. Rys.3.59. Wykres W(p,0) dlav=Vs, A=1.

Z rys.3.58-3.59 wynika, ze w przypadku warstwy utwierdzonej przemieszczenia
poziome sa wigksze niz dla warstwy z poslizgiem. Natomiast przemieszczenia pionowe

warstwy z poslizgiem sg wigksze od przemieszczen warstwy utwierdzone;.

Na rys.3.60-3.67 przedstawiono wykresy zanikania przemieszczen U, (1,¢),
W(O, ¢ ) wraz z glebokoscia, sporzadzone dla warstwy utwierdzonej oraz warstwy z po-

slizgiem.
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0.3
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0.1r
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=1
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Rys.3.60. Wykres przemieszczen U, (L,¢) dla Rys.3.61. Wykres przemieszczen U, (L,¢) dla

Il
L e N

warstwy utwierdzonej, A=1. warstwy z poslizgiem, 1=1.
i, i,
0.2r 0.2F
0.1f 0.1F
- 7 e
1 2 3 4 57 I 2 3 4 57
oIt 01
—0.2f — =0 g2} —
_1 =1
—-0.3F =3 -0.3F Yy
-0.4 =1 -0.4 ) =§
—0.5F 2 _ost

Rys.3.62. Wykres przemieszczen U, (L,¢) dla  Rys.3.63. Wykres przemieszczen U, (1,¢) dla
warstwy utwierdzonej, 1=5. warstwy z poslizgiem, 1=5.

w

1.0k — =0
r=§
0.8+
p=_
2
0.6F
0.4r
0.2r
. . . : o . . ‘ . L.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0° 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 s

Rys.3.64. Wykres przemieszczen W(0,¢) dla Rys.3.65. Wykres przemieszczen W(0,¢) dla war-
warstwy utwierdzonej, A=1. stwy z poslizgiem, 1=1.
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Rys.3.66. Wykres przemieszczen W(0,¢) dla
warstwy utwierdzonej, A=5.

=0
_1
150 7y
p=1
. 2
1.0F
0.3k \
| | | ] e Lo
1 2 3 4 57

Rys.3.67.Wykres przemieszczen W(0,¢) dla war-
stwy z poslizgiem, 1=5.

Na rys.3.68-3.69 przedstawiono porownawcze wykresy zanikania przemieszczen

U, (L¢) oraz w(0,¢) wraz z glgbokoscia, sporzadzone dla warstwy utwierdzonej oraz

warstwy z poslizgiem.

i,

0.15}
0.10k warstwa z poslizgiem

0.05¢

0.2 0.4 0.6 0.8

warstwa utwierdzona

Rys.3.68. Wykres U, (1,¢) dlav=Y, A=1.

0.8F

warstwa z poslizgiem
0.6}

04 warstwa utwierdzona

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

Rys.3.69. Wykres W(0,¢") dla v=Ys, A=1.

Na rys.3.70-3.73 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen G, (1,0,1) oraz W(0,0,1) od A.

Loroie b O

0.1F

P

ba -
da
>,
Qo
by
=1

_0.1Eb
_0.2F
—-0.3g

5 N

3 s

Rys.3.70. Wykres przemieszczen

warstwy utwierdzonej.
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Rys.3.71. Wykres przemieszczen (G, (1,0,4) dla

warstwy z poslizgiem.



1.0}

Pl e D

Rys.3.72. Wykres przemieszczen W(0,0,4) dla

warstwy utwierdzonej.
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Rys.3.73. Wykres przemieszczen W(0,0,1)

warstwy z poslizgiem.

—
>

dla

Na rys.3.74-3.75 przedstawiono porownawcze wykresy zaleznosci od 4 maksy-

malnych przemieszczef G, (1,0,4), W(0,0,4) dla warstwy utwierdzonej oraz warstwy

Z poslizgiem.

Uy

2 4 6 8
—-0.1r warstwa z poslizgiem

/ warstwa utwierdzona
— 0 ;_J L

0.3+

Rys.3.74. Wykres G, (1,0,4) dlav=Ya.

warstwa utwierdzona

1.0
warstwa z poslizgiem

2 4 6 8

Rys.3.75. Wykres W(0,0,1) dla v="Y4.

10

Jak wynika z powyzszych wykresow, maksymalne przemieszczenie zalezy od

przyjetych warunkow brzegowych. W przypadku warstwy z poslizgiem maksymalne

przemieszczenie pionowe jest wigksze od maksymalnego przemieszczenia warstwy

utwierdzonej (rys.3.75). Wraz ze wzrostem A przemieszczenia w obu przypadkach daza

do rozwigzania otrzymanego dla potprzestrzeni sprezystej. Natomiast wartosci maksy-

malnego przemieszczenia poziomego nieznacznie zalezg od warunkow brzegowych 1 juz

dla A=2 wyniki si¢ pokrywaja (rys.3.74).

Na rys.3.76-3.79 przedstawiono wykresy zaleznosci przemieszezen U, (1,0,v),

W(0,0,v) od wspotezynnika Poissona, sporzadzone dla warstwy utwierdzonej oraz war-

stwy z poslizgiem.
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0.1 0.2

warstwa utwierdzona —0.4F e
' warstwa z poslizgiem

warstwa utwierdzona

Rys.3.76. Wykres 0, (1,0,v) dla i=1. Rys.3.77. Wykres 0, (1,0,v) dla A=5.

i i

1.0 —
o.sf 7 L3
warstwa z poslizgiem warstwa utwierdzona
0.6 1ok warstwa z poslizgiem
warstwa utwierdzona )
0.4
0.5
0.2
. . . , Ly . . . . Ly,
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Rys.3.78. Wykres W(0,0,v) dla i=1. Rys.3.79. Wykres W(0,0,v) dla 2=5.

Z rys.3.76-3.79 wynika, ze W odrdéznieniu od potprzestrzeni sprezystej (patrz
rys.3.45) maksymalne przemieszczenia poziome warstwy G, (1,0) dla v=" sg r6zne od

zera. Wraz ze wzrostem A r6znica pomi¢dzy maksymalnym przemieszczeniem poziomym
warstwy o warunkach brzegowych odpowiadajacych warstwie z poslizgiem oraz war-
stwie utwierdzonej maleje i dla A=5 wyniki prawie si¢ pokrywaja. Natomiast maksymalne
przemieszczenia pionowe znacznie zaleza od przyjetych warunkow brzegowych,

w szczegdlnosci dla matych wartosci 4.

3.3.3 Warstwa spoczywajaca na polprzestrzeni sprezystej*?/

Rozpatrzmy zagadnienie obcigzenia na powierzchni w ksztalcie kota o promieniu
a, dzialajacego na warstwe 0 migzszosci H, spoczywajaca na potprzestrzeni sprezyste;j.
Bedziemy rozpatrywaé dwa przypadki potaczenia warstwy z polprzestrzenia: warstwe

utwierdzong (rys.3.80.) oraz warstwe z poslizgiem na polprzestrzeni sprezystej (rys.3.81).

42| Zagadnienie warstwy na polprzestrzeni sprezystej szczegélowo badano migdzy innymi w pracy [61],
s. 181.
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Rys.3.80. Warstwa utwierdzona na potprzestrzeni.  Rys.3.81. Warstwa z poslizgiem na potprzestrzeni.
Transformata funkcji Love’a w obszarze warstwy jest nast¢pujaca
~ « C,_ C
7 =Ce ¥ +—2ze"% +C,e” + —*ze%, (3.57)
a a
natomiast dla potprzestrzeni funkcja Love’a ma postaé
~ B —Sz i —Sz
ZZ - 1e + a ze ’ (358)

gdzie Cj oraz Bjsa statymi catkowania (i=1, 2, 3, 4, j=1, 2)*/.
Warunki brzegowe i warunki cigglosci transformat napr¢zen i przemieszczen
w przypadku warstwy sztywno potaczonej z potprzestrzenia zapisujemy w postaci:

~ ap - 5 B
O_zzl Z:O:_pgz—?Jl(aS)1 Urzi z=0=0’ 0'221 - :O'ZZ2 t=0’
(3.59)
~”1 =M 5-”2 t=0' ﬂrl ST l]r2 t=0 ' 1|Z=H - 2|t:0’
a dla warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni sprezystej:
~ ~ ap B y 3
0 P = _?Jl(as)’ O, =0, Ol = Pz liy
(3.60)
~rzl 7=H =0 ' &rzz -0 =0 ’ W1|Z=H = W2|t=0 .

W celu wykonania odwrotnej transformacji Hankela funkcji przemieszczen, ko-
nieczne jest stosowanie catkowania numerycznego, ktore zostato wykonane w programie
Wolfram Mathematica 13. Sktadnia komendy Nintegrate jest nastepujgca: Nlinte-
grate[w,{»,0,0},Method—GaussKronrodRule,MaxRecursion—100].

Wykresy przemieszczen zostaty sporzadzone za pomocg komendy ListLinePlot.

Obliczenie retransformat przemieszczen oraz wykresy zostaly wykonane w ukta-

dzie wspotrzednych bezwymiarowych

43/ State calkowania, ze wzgledu na skomplikowang postaé, nie podajemy w tej pracy.
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r=pa, z=¢a, t=ra, s=a, A=—. (3.61)

Ponizej zostang przedstawione charakterystyczne wykresy przemieszczen, spo-
rzadzone dla nast¢pujacych danych: E1=10E, vi=vo=v.

Na rys.3.82-3.85 przedstawiono, odpowiednio przeskalowane przez mnoznik
Ea/ap*/, wykresy przemieszczen G, (p,0), W(p,0), sporzadzone dla warstwy zespolo-

nej oraz warstwy z poslizgiem na poélprzestrzeni sprezyste;.

i, i,

_0_02; -0.02

i -0.04
-0.04}

; -0.06
-0.06}
[ -0.08
-0.08}

i -0.10

—0.10¢ o2k

Rys.3.82. Wykres przemieszczen U, (p,0) dla Rys.3.83. Wykres przemieszczei U, (p,0) dla

warstwy zespolonej z potprzestrzenig, 1=1. warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni, A=1.
i v
0.8:
0.4;
0.2
s e e s

Rys.3.84. Wykres przemieszczen W(p,0) dla Rys.3.85. Wykres przemieszczen W(p,0) dla

warstwy zespolonej z potprzestrzenig, 1=1. warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni, A=1.

Z rys.3.84 wynika, ze w odroznieniu od warstwy na nieodksztalcalnej bazie
(rys.3.56-3.57) lub warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni (rys.3.85), w przypadku war-
stwy sztywno potaczonej z potprzestrzenia sprezysta najwieksze przemieszczenia pio-
nowe sa dla wspotczynnika Poissona v="4.

Na rys.3.86-3.89 przedstawiono wykresy zanikania przemieszczen U, (1,§ )

W(O, g ) wraz z glebokos$cia, sporzadzone dla warstwy zespolonej z potprzestrzenig oraz

warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni sprezyste;.

4/ Por. odnoénik nr 32, na s. 44,
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fi,
0.05

5 ]

— r=0

—0.05} -1

4

p=1

—-0.10¢ 2

Rys.3.86. Wykres przemieszczen G, (1,¢) dla
warstwy zespolonej z potprzestrzenig, 1=1.

W

.

— =0
0.8 ;
\\ ”_:f
0.6 gl
2
0.4
0.2
-

0.10¢
0.05+
/ |
P PR P e o S R R e R
] 3 4 5 6 °
— =0
—0.05¢
=1
4
-0.10 =1
2

Rys.3.87. Wykres przemieszczen U, (1,¢) dla

warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni, A=1.

— =0
1.0F
=1
Y7y
0.8F
p=1
2
0.6F ~
0.4F \
0.2+
Fa

I 2 3 4
Rys.3.88. Wykres

warstwy zespolonej z potprzestrzenig dla A=1.

przemieszczeh W(0,£) dla

g

1 2 3 4 3 6

Rys.3.89. Wykres przemieszczen W(0,¢) dla war-

stwy z poslizgiem na potprzestrzeni dla 1=1.

Na rys.3.90-3.93 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen U, (1,0,1) oraz W(0,0,4) od A.

i,

~0.02
~0.04}
-0.06}

0.0}

-0.10f

Rys.3.90. Wykres przemieszczen G, (1,0,1) dla

warstwy zespolonej z potprzestrzenia.

Uy

-0.02

—-0.04

-0.06

-0.08

-0.10

-0.12

Rys.3.91. Wykres przemieszczen U, (1,0,4) dla

warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni.
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W w

—— — =0
0.8k r=0
i
1 =
r—; 4
061 1 1
y=3 P
0.4r
—_—
0.2¢
1 1 1 1 L /I 1 1 1 1 1 /2
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Rys.3.92. Wykres przemieszczen W(0,0,1) dla Rys.3.93. Wykres przemieszczen W(0,0,1) dla

warstwy zespolonej z potprzestrzenig. warstwy z poslizgiem na potprzestrzeni.

Z rys.3.92-3.93 wynika, ze maksymalne przemieszczenia pionowe V”\/(0,0,xl)

wraz ze wzrostem migzszo$ci warstwy A daza do /s dla obu przypadkéw potaczenia war-
stwy z polprzestrzeniag. Maksymalne przemieszczenie pionowe warstwy zespolonej z pot-
przestrzenig osigga si¢ dla v="4, natomiast w przypadku warstwy z poslizgiem na p6t-
przestrzeni — dla v=0.

Na rys.3.94-3.99 przedstawiono porownawcze wykresy przemieszczen piono-

wych W(p,0), W(0,¢), sporzadzone dla warstwy utwierdzonej oraz warstwy z posli-

zgiem na polprzestrzeni sprezystej.

W W
1.0F 10y
0.8: warstwa z poslizgiem 0.8}

warstwa z poslizgiem

/

0.6

0.4 0.4}
warstwa utwierdzona
0.2 0.2 warstwa utwierdzona
Il — 1 1 1 1 — 1 ,0 i 1 1 1 L 1 1 é"
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1 2 3 4 5 o
Rys.3.94. Wykres W(p,0) dlav=V4, A=1. Rys.3.95.Wykres W(p,0) dlav=Y, i=1.
T W
2.5 2.5

o E=1E
1.5} /E2:2EF
0.5}

- o ‘ : : : : =<

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 1 2 3 4 3 6

Rys.3.96. Wykres W(p,0) dla warstwy zespolo- Rys.3.97. Wykres W(p,0) dla warstwy zespolo-

nej z potprzestrzenia dla v="4, 1=1. nej z potprzestrzenia dla v="4, 1=1.
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0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0‘17 1 2 3 4 b 6

Rys.3.98. Wykres W(0,¢) dla warstwy z posli- Rys.3.99. Wykres Ww(0,¢) dla warstwy z posli-
zgiem na potprzestrzeni dla v="4, 1=1. zgiem na polprzestrzeni dla v="4, 1=1.
W przypadku warstwy sztywno potaczonej z poélprzestrzenia maksymalne prze-
mieszczenia pionowe sg mniejsze od maksymalnych przemieszczen pionowych warstwy

z poslizgiem na potprzestrzeni (rys.3.94-3.95).
3.3.4 Uklad dwu warstw spoczywajacych na nieodksztalcalnym podlozu®®/

Rozpatrzmy zagadnienie warstwy sprezystej o migzszosci hi, znajdujacej si¢ na
innej warstwie 0 migzszosci ho. Gorna warstwa jest obcigzona na powierzchni w ksztatcie
kota o0 promieniu a (rys.3.100). W tym podpunkcie bedziemy rozpatrywac przypadek,
kiedy warstwy sa sztywno potaczone migdzy soba, natomiast druga warstwa jest pota-

czona z poslizgiem z nieodksztalcalng baza.

P;
YYYVYVVYVVVY r

a a

> »
h ) L

—_— Zv E ) —

v

Rys.3.100. Uktad dwdch warstw sztywno potgczonych.
Transformate funkcji Love’a zapiszemy nastepujaco:

7n=Ce ¥+ & ze " +Ce¥ + S ze%,
a a
(3.62)

st

- _ B, _ _ B
7, =Bge St+zzze S‘+Bae5t+;42e :

gdzie: Cj oraz Bj sg stalymi catkowania (i, j=1, 2, 3, 4).

45/ Zagadnienie ukfadu warstw szczegétowo badano miedzy innymi w pracy [61], s. 207-217.
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Warunki brzegowe i warunki cigglosci transformat zapisujemy W postaci:

|, g
3 |,_9 = O’ |7, = 2 o’
(3.63)
rz; 2=h - O-rzz t=0 L 2=h, - ur2 t:O’
W1|z:h1 - W2 |t:0 ! O-"Zz t=h, =Y W2|t:h2 =0.

W tym przypadku, jak i w podpunkcie 3.3.3, w celu wykonania odwrotnej trans-
formacji Hankela funkcji przemieszczen, konieczne jest stosowanie catkowania nume-

rycznego. Retransformaty obliczone w uktadzie wspotrzednych bezwymiarowych

n h1 h2
r=pa, z=Ca, t=ra, s=—-, ==, A =—=. 3.64
P g T a A a 273 ( )

Ponizej zostang przedstawione charakterystyczne wykresy przemieszczen, spo-
rzadzone dla nastepujacych danych: E1=10E;, vi=vo=v.

Na rys.3.101-3.102 przedstawiono wykresy przemieszczen U, ( p,O), W( p,O),
sporzadzone dla uktadu dwoch sztywno polaczonych warstw spoczywajacych na nieod-
ksztatcalnym podtozu?®/.

U

LY N

-0.021

-0.041

-0.06

-0.081

05 10 15 20 25 307

Rys.3.101. Wykres U, (p,0) dla1=A,=1. Rys.3.102. Wykres W(p,0) dla 21=A,=1.

Na rys.3.103-3.104 przedstawiono wykresy zanikania maksymalnych przemiesz-

czen U, (l, ¢ ) W(O, - ) wraz z glebokoscia, sporzadzone dla uktadu dwoéch sztywno po-

faczonych warstw, spoczywajacych na nieodksztatcalnym podtozu.

46/ Patrz odnoénik nr 32, na s. 44.
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ﬂr i

0.10} 045 0
\ 1 =1
4
0.05} 0.31 1
=3
. s 0.2
0.5 1.0 15 20°
— =0
-0.05} ) 01r
Y=y
y=1 : s . _
2 0.5 10 1.5 2.0°
Rys.3.103. Wykres 4, (1,¢) dlai=A=1. Rys.3.104. Wykres W(0,¢’) dla A1=12=1.

Na rys.3.105-3.106 przedstawiono wykresy przemieszczefi pionowych W(p,0)

oraz W(O, ¢ ), sporzadzone dla uktadu dwéch warstw sztywno potaczonych, o réznych

sztywnosciach, spoczywajacych na nieodksztalcalnej bazie.

i i

1
20 ) 20 B =3 E,
E --E
b
L5 - L5 /
/ E, =2E,

1o} E::lEl 1.0r
03-\/ )

. | L _ " ‘ . =

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 30 0.5 1.0 L5 2.0

Rys.3.105. Wykres W( 0,0) dlav=V4, A1=A,=1. Rys.3.106. Wykres W(0,¢) dla v=Y4, 4=1=1.

Zagadnienie uktadu warstw, spoczywajacych na potprzestrzeni sprgzystej lub nie-
odksztatcalnej bazie, jest bardzo waznym zagadnieniem w drogownictwie przy projekto-
waniu nawierzchni drogowych. W monografii [61], s. 210-217, rozpatrywano réwniez
uktad dwoch warstw spoczywajacych na polprzestrzeni sprezystej.

W tej pracy, w celu weryfikacji zmodyfikowanego modelu podtoza Vlasova, ogra-

niczamy si¢ do wyznaczenia przemieszczen tylko dla uktadu dwu warstw.
3.3.5 Polprzestrzen i warstwa poprzecznie izotropowe

W Zatgczniku 2, pkt.7, podano réwnania konstytutywne ciata poprzecznie izotro-

powego. W monografii [61] przedstawiono zastosowanie funkcji naprezen Love’a do
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rozwigzania zadan osiowosymetrycznych. Sktadowe wektora przemieszczenia przedsta-
wiono w nastepujacej postacit’/:

2 2 2
u =— 1.1 5¢, Ufi %+1% +ia_f, (3.65)
C, C, joroz Cylorr ror) C,oz

Ostatecznie otrzymano rownanie na funkcje ¢(r,z) w postaci

@Jrzasqﬁ 1% 104 @l( o'¢ 1 8% ]+® o'¢ 0

ot ror® r*or? rior

2 5 (3.66)

oo’ |t ored B
w ktorej:
®1:ﬁ+c;32—%, G)Z:%. (3.67)
¢, C.C, C, C,
Poniewaz autorzy monografii [61], przy definicji sktadowych wektora przemiesz-
czenia (3.65), powotujg si¢ na prace [82] i [83], a w tych pracach nie znajdujemy definicji
sktadowych wektora przemieszczenia W postaci (3.65), to ponizej przedstawiamy og6lne,

autorskie wyprowadzenie wzoréw na przemieszczenia.

Punktem wyjscia jest twierdzenie Helmholtza [11], s. 171:

o¢ op 10 o¢
u =5 —+S,—, u,=K,=—(re)-K,—. 3.68
r 1ar Zaz z 2r8r(¢) 382 ( )
Zauwazmy, Ze przyjmujac:
oD oD
== p=—", 3.69
" o (3:69)
otrzymujemy nast¢pujace przedstawienie przemieszczen:
0°® 0*D
u, =K U, = KV +(K, - K,)—, (3.70)
" torert PP (Ka—Ke) o7
gdzie:
2 2
1
Ki=S2-S1, Vi=—+ 0.9

—_—— + —,
or’ ror oz
® ma wymiar [Nm], a wielkosci K1, K2 i K3 majg wymiar [m?N].
Po wyznaczeniu odksztalcen i naprezen, a nastgpnie podstawiajgc naprezenia do

pierwszego warunku rownowagi teorii sprezystosci

471 W monografii [61] na s. 27 we wz. (3.12); zakradt si¢ bigd. Prawidlowy wzoér (3.65); jest postaci
C13 + C44

' Cl 1C44
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do, 00, O 9, (3.71)

r + rz + — 0 ,
or oz r
otrzymujemy nastepujace rownanie na funkcje naprezen @
o'®
r’[C,K, +(C;+C,,) K3]W+

(3.72)

o°D 2 o'p achj

[C“Kl +(Cia+Cur) sz(r ortor | or'ez arez

Powyzsze rownanie bedzie spetnione wtedy, gdy spelnione bgda dwa réwnania
na wspotezynniki Ky, Kz 1 K3
C,K, +(C13 +C44) K,=0, C,K + (C13 + C44) K,=0. (3.73)
Z rownan (3.73) wynika, ze mozemy wyznaczy¢ dwie wielkosci zalezne od do-

wolnej trzeciej. Przyjmujac, na przyktad, zalezno$¢:

K(K,), Ki(K,), (3.74)
rozwigzanie uktadu (3.73) zapisujemy w postaci:
C,+C C
K,=—2—"2%K,, K,==%K,, 3.75
1 Cll 2 3 Cll 2 ( )

w ktorej wspotczynnik Ko jest dowolny.
Po podstawieniu wielkosci K1 i K3 do wzoru (3.70), a nastgpnie po wyznaczeniu
odksztalcen i naprezen, wstawiamy naprezenia do drugiego rownania rownowagi

00y, 00y  Ou _q (3.76)
or 0z r

Po przyjeciu wspotczynnika Ko=1/Cas, otrzymujemy rownanie na funkcje napre-

zen @, ktore zapisujemy nastepujaco*®/

4 3 2 4 3 4
od'e 2080 150 100 1(6(1) 1aq>j+®zacp=0, (3.77)

+= - +=—- +=
or* ror® r2or® r®or or’oz®  r oroz? oz’
gdzie ®1 i ®2 podane wzorem (3.67).

Rozwigzanie rownania (3.77) dla transformat przewidujemy w postaci
d(r,z,8)=J,(rs)f(2), (3.78)

gdzie s — parametr o wymiarze [m™].

48/ Przy przyjeciu zaleznosci Ka(K1), Ka(K1), otrzymujemy, dla odpowiedniego Ki, rownanie (3.77). Otrzy-
mane rownanie (3.77) jest takie samo, jak otrzymane w pracy [61].
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Po podstawieniu zaleznos$ci (3.78) do réwnania (3.77) otrzymujemy rownanie na
funkcje f(z)*/
0,f¥(2)+0,s%f"(z)+s*f(2)=0, (3.79)
ktorego rozwigzanie jest nastgpujace
f(z)=Ce™ +C,e* +Ce"¥ +C,e ™, (3.80)

gdzie oznaczono:

0 - _(alJM/@)f—4@)2 o - _@1—1/(912—4@2 (3.81)
1= ' 2= -
20, 20,

W przypadku potprzestrzeni state C1 i C3 sg rowne zeru.

Dokonujgc catkowania funkcji (3.78) wzgledem parametru S, otrzymamy

(r.z) :I (r.z,s) (3.82)
0

Calkowanie transformat (3.78) jest ucigzliwe. W wigkszosci przypadkow, dla
osrodkow ograniczonych, nalezy stosowa¢ catkowanie numeryczne. Natomiast w przy-
padku polprzestrzeni mozna uzyskaé analityczne wzory na przemieszczenie pionowe
w(r,0) oraz w(0,2), ktore w uktadzie wspotrzednych bezwymiarowych (3.46)1,2 przedsta-
wimy ponize;j.

Przemieszczenie ptaszczyzny (=0 wynosi
4apF (a - f*v)*)

)Ss a 7(1 Vl) A(p'0)1 -

(p,O) Eﬂ'(

gdzie:

2) 0< p<1,
1 1

p _J _j’ p 11
p P

. _ [a=Bri-F a- ﬂm+F (3.84)
L ay(1-v) ay(1-v,)

28777 +a’ (L+v)—ay| y(1-v,)+28v, (1+v,) ]
(1+v,)

F=

49/ Analize rozwigzania rownania (3.79) podano w monografii [61], s. 36-40. Warto tez wspomnie¢, ze
szczegdtowsy analize tego typu rownania podano rowniez w monografii [24], s. 128-130.
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& s, 28

a=—=2
E, Vi G,

Ei, Es, v1, v3, G1, G3 — odpowiednio moduly Younga, wspotczynniki Poissona oraz mo-
duly Kirchhoffa®/,
a funkcje eliptyczne, wystepujace W (3.84)1, sg zdefiniowane wzorem (3.49).

Zmiennos$¢ maksymalnych przemieszczen po giebokosci { zapiszemy nastgpujaco

a(a —,Bzvlz)[g”(sz s+ L5207 -1 32242}

si(s,—5,)s,a’y(1-1)

+

W(0,&)=

(3.85)
(a-p2)F [J1+ s2C7 +\le 5707 — L (s, +5, )}
si(s,—8,)s,a’y(1-1) '
Maksymalne przemieszczenie srodka w(0,0) wynosi
2F (a - p*v/?
W(0,0) = (o= %) (3.86)

3 .
(s,—s))s8,a°y(1-v,)
Nalezy zaznaczy¢, ze wzOr na wyznaczenie przemieszczen pionowych w(p,0)

otrzymano mi¢dzy innymi, W nieco innej postaci, w monografii [61], s. 139-143.

Na rys.3.107-3.112 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W(p,0)

oraz W(0,¢).

Rys.3.107. Wykres przemieszczen W(&,7,0) dla  Rys.3.108. Wykres przemieszezeni W(&,7,0) dla
o=, =1, y=Y5, v=VY4. a=2, p=1,y=2, v=VYa.

%0/ Patrz Zalgcznik 2, pkt.7.
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bal Rl D

1.0t

0.8¢

o.or

0.4r

0.2

Rys.3.109. Wykres W( p,0) dlaa='%, f=1, y='2.  Rys.3.110. Wykres W(p,0) dla a=2, p=1, y=2.

i w

— =0 — =0
1.0 _1I
=1 p=1
3 a \ ¢
) 1 0.8F \\ =1
2 \ 2
SN 0.6}
0.4}
Ik
0.2}
. , , . Lo 1 1 1 1 s
2 4 6 8 10 ° 2 4 6 8 10°

Rys.3.111. Wykres W(0,¢) dla a=', f=1,y=%.  Rys.3.112. Wykres W(0,¢) dla a=2, f=1, y=2.

W przypadku, kiedy wspotczynniki a, f, y sg rowne 1, otrzymujemy rozwigzanie

izotropowej polprzestrzeni sprezyste;.
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4. ROZWIAZANIA PRZYBLIZONE WYBRANYCH PRZYPADKOW OBCIA-
ZENIA WARSTWY SPREZYSTEJ

4.1 Cel rozdzialu

Celem tego rozdziatu jest przedstawienie przyblizonych wzoréw na wyznaczenie
maksymalnych przemieszczen pionowych wybranych zagadnien obcigzenia warstwy
sprezystej: warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztalcie kota 0 promieniu a oraz pro-
stokgta o wymiarach 2a x 2b. Punktem wyjs$cia sg rozwigzania Sciste liniowe;j teorii spre-

zystosci dla potprzestrzeni sprezystej, opisane w podrozdziale 3.3.1.
4.2 Warstwa obciazona rownomiernie na powierzchni kota

W przypadku potprzestrzeni sprezystej, obcigzonej na powierzchni w ksztatcie
kota o promieniu a®/, funkcje Wis(0,(), charakteryzujacg rozklad maksymalnych prze-

mieszczen pionowych po glebokosci przedstawiono w postaci
ap .
Wts(O,g”):Epwts(O,g”), (4.1)

w ktorej

W, (0,.) = (1+v)[2(1_v)_\(/11_ 2;2)4 (re-¢)| 4.2)

Widoczne jest, ze funkcja (4.1) zalezy od charakterystycznego wymiaru przyto-

zonego obcigzenia a, warto$ci obcigzenia p, a takze statych materiatowych E i v.
Zmodyfikujmy wzor (4.1) w taki sposéob, zeby dla dowolnej gtebokosci (=4, prze-

mieszczenie pionowe byto rowne zeru. W ten sposob otrzymamy przyblizong funkcje

przemieszczen pionowych warstwy, ktorg zapiszemy w nastepujacej postaci

W, (0,£,4) :%wpo (0.£,4), (4.3)
gdzie

51/ Patrz podpunkt 3.3.1, wzoér (3.51). Wzér (4.1) zostal wyprowadzony dla p=0. Zmienno$¢ funkcji
W, (1,¢£) jest podobna do W (0,¢).
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2(1-v)=¢ (1-2v)( 1+ % =¢
W (0.6,2) =(1+v) - (41+§)z(\/7 )_
2(1—1/)—],(1—21/)(\/“7_/1)

1+ A2 1

(4.4)
(1+v)

przy czym 0 << A

Wzor (4.4) okresla W sposob przyblizony maksymalne przemieszczenia pionowe
dla warstwy 0 dowolnej migzszo$ci A W zalezno$ci od zmiennej {.

Na rys.4.1-4.3 przedstawiono wykresy maksymalnych przemieszczen pionowych
warstwy W(O, 0, /1) , sporzadzone dla r6znych warto$ci wspdlczynnika Poissona. Na po-
nizszych rysunkach wprowadzono nastepujace oznaczenia®?/:

W, — maksymalne przemieszczenie potprzestrzeni wedtug rozwigzania $cistego TS,

W,, — maksymalne przemieszczenie warstwy z poslizgiem wedtug TS,

A

W, — przemieszczenie warstwy wedtug wzoru przyblizonego (4.4),

W, — przemieszczenie warstwy wedtug wzoru przyblizonego (4.7).

W i

X

150 Winax

=

10 po

=5

Is

0.5r 0.5r

2 p s s 70" > P p s 70
Rys.4.2. Wykres W(0,0,1) dla v=Y4.

iy

0.30} e =0
a=l

0.25] r

0.204 "=§

0.15]

[ ]
q .

0.10} ‘el

0.05}F ‘oo ® e, N
\ | \ ) . . . _ et
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Rys.4.3.Wykres W(0,0, ) dla v="5. Rys.4.4. Wykres W, (0,0,4)—W,,(0,0,1).

52/ Oznaczenia dotyczg rys.4.1-4.34.
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Z rys.4.1-4.3 wynika, ze wraz ze wzrostem migzszosci warstwy 4, maksymalne
przemieszczenie wedlug wzoru przyblizonego (4.4) zbliza si¢ do wyniku $cistego teorii
sprezystosci. W przypadku przejécia do potprzestrzeni (A—oo) przemieszczenia (4.4) daza
do takiej samej wartosci jak | W przypadku rozwigzania $cistego dla potprzestrzeni spre-
zystej (4.2). Dla wartosci A < 10 oraz ze wzrostem v (0 < v < '4) wzrasta r6znica pomiedzy
wynikiem $cistym a przyblizonym, ktéra pokazano na rys.4.4 dla trzech warto$ci wspot-

czynnika Poissona: v=0, v=Y4, v=". T¢ réznic¢ mozna zmniejszy¢, wprowadzajac naste-
pujaca funkcje bledu R(1)
R(4)=W,(0,0,2)-W(0,0,1). (4.5)

Funkcj¢ btedu (4.5), wyznaczong dla v=0, mozna aproksymowac, na przyktad,

wielomianem o postaci (ze wzrostem wartosci 4 funkcja btedu maleje)

A t, t. vi,+tv
R(ﬂ)=t1+;2+/1—32+%,

gdzie ti — wspotczynniki wielomianu aproksymujacego (i=1,2,3,4,5).

(4.6)

Zauwazmy jednak, ze w przypadku granicznym przy A—oo, funkcja bledu przyj-
muje warto$¢ t1. Dodatek v (t, +t;v) w (4.6) potrzebny jest, aby uwzgledni¢ zmienno$¢
funkcji btedu od v (wyznaczona dla 1=1).

Ostatecznie, przyblizony wzor na przemieszczenia pionowe dla dowolnego 4 za-
piszemy nastgpujaco

wp(o,g,ﬁ)z%wp(o,g,z), (4.7)

gdzie:

W, (0,8,2) =W, (0,4,1)+(1—%) R(1),

(4.8)
5.\ 4[0,413-0,0092 +(0,2906+0,186v)v |-0,289

R(4) .

W przypadku granicznym funkcja btgdu wynosi: lim R (1)=-0,09.

Wzor (4.7), bazujacy na Scistym rozwigzaniu dla potprzestrzeni, umozliwia wy-
znaczenie, z duza doktadnos$cig, maksymalnego przemieszczenia dla dowolnego 4 oraz
(<A

We wzorze (4.7) dodatkowo wprowadzono mnoznik 1-{/A, pozwalajagcy uwzgled-

ni¢ zmniejszenie warto$ci poprawki R(4) wraz ze wzrostem glgbokosci .
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Wzorow (4.3) i (4.7) autor nie spotkat w literaturze przedmiotu.

Na rys.4.5 przedstawiono wykres funkcji btgdu FQ(A), sporzadzony dla trzech

wartos$ci wspotczynnika Poissona: v=0, v=V4, v="5.

Jak wynika z rys.4.5, przyjeta w taki sposob funkcja btedu dobrze przybliza roz-
nice pomiedzy wynikiem $cistym a wzorem przyblizonym (4.4) dla warstwy o dowolnej
migzszosci A, w szczegblnosci dla wspotczynnika Poissona v=0 i v=V4. Natomiast w przy-
padku v=Y otrzymujemy nieco zanizone wartosci funkcji btedu.

Na rys.4.6-4.8 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemieszczen

pionowych W, (0,0, 1) oraz W, (0,0,4) od 4, otrzymane odpowiednio wedtug zmodyfi-

kowanego wzoru (4.7) i wedlug teorii sprezystosci dla warstwy z poslizgiem na nieod-

ksztalcalnej bazie (patrz podrozdziat 3.3.2).

R v
0.30% — »=0 2.0 % . .
0.25 J’=l WIHHX
Y 1.5
j .
0.20f y=1 W W,
015k 1.0f
L
0.10} o5t
0.05}
[ ] 1 1 1 1 1 /2
P y p : =1 2 4 6 8 10
Rys.4.5. Wykres funkcji bledu R(4). Rys.4.6. Wykres W, (0,0,1) i W, (0,0,1),v=0.
v W
X "IN
]-5_ ﬁ)max M)max \
AN 1.0} Y
1.0*:’ Wi wp / Wy 7
0.5
05}
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Rys.4.7. Wykres W, (0,0,1) i W, (0,0,1), v=V4. Rys.4.8W,(0,0,1) i W, (0,0,4), v=V5.

Jak wynika z rys.4.6-4.8, przy przyjetej poprawce R(A) warto$ci maksymalnego

przemieszczenia pionowego, obliczone wedtug wzoru (4.7), sg bardzo zblizone do war-

tosci Scistych.
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Na rys.4.9-4.14 przedstawiono wykresy zanikania maksymalnych przemieszczen

pionowych W(O, g ) , otrzymane wedtug teorii sprezystosci oraz wedtug wzoru przyblizo-

nego (4.7).
105

08¢
0.6+

0.4¢

0.2 0.4 0.6 0.8

10"

L L L L Sy c"
0.2 0.4 0.0 0.8 1.0

Rys.4.9. Wykres W(0,¢) dla =1, v=0. Rys.4.10. Wykres W(0,¢) dla =1, v=Va.
w .
0.6+ \ W, W, 150
041 / Lo
02 0.5 v, W,
Y T A TR T R S S R

Rys.4.11. Wykres w(0,¢) dla =1, v="4.

1.5F ™
1.0y

0.5¢

I 2 3 4
Rys.4.13. Wykres W(0,¢) dla =5, v=V4.

5

l((,

7 2 3 PR
Rys.4.14. Wykres W(0,¢) dla =5, v="5.

W tab.4.1 zostaty przedstawione, przeskalowane przez mnoznik E/ap, wartosci

maksymalnych przemieszczefi pionowych W (0, O) A (0, O) , otrzymane odpowiednio

wedlug teorii sprezystosci dla warstwy z poslizgiem na nieodksztatcalnym podiozu i ze

wzoru przyblizonego (4.7).
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Tab.4.1. Poréwnanie warto$ci maksymalnych przemieszczen warstwy z poslizgiem.

v=0 V="a V="2
A - - - A - P
WtS Wp qud, % Wts Wp qud, % WtS Wp qud, %
1 ]0,995 | 0,994 0,2 0,933 | 0,931 0,2 0,747 | 0,746 0,1
2 | 1,441 | 1,442 0,1 1,350 | 1,343 11 1,080 | 1,05 2,8
5 | 1,766 | 1,767 | 0,05 1,656 | 1,647 0,5 1,324 | 1,306 1,4
10 | 1,874 | 1,880 0,3 1,757 | 1,757 0,0 1,406 | 1,399 | 0,45

W przypadku warstwy sztywno potaczonej z nicodksztatcalnym podtozem, przy-

blizony wzor na przemieszczenie pionowe W(0,{;4) zapiszemy w nastgpujacej postaci

wp(o,g,z)=%wp(o,g,,1), (4.9)
gdzie:
W, (0,4, 4)=W,, (o,g,z)+(1—%j R(4),
(4.10)

., . A[0,361-0,0081+(0,292-0,94v)v |-0,257
R(4)= = .

Na rys.4.16-4.18 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W (0,0,4) i W, (0,0,2) od 4, otrzymane odpowiednio wedtug zmody-
fikowanego wzoru (4.9) oraz wedtug teorii sprezystosci dla warstwy sztywno potaczone;j
z niecodksztalcalng baza (patrz podrozdziat 3.3.2). Natomiast na rys.4.19-4.24 przedsta-

wiono wykresy W, (0,¢) oraz W, (0,¢) dla roznych wartosci 4.

2.0F x
; WHIEX
1.5’ \
YRR
[ ts P
1.0}
0.5
1 1 1 1 L L L L 1 1
2 4 6 s 10 -2 1 6 8 10

Rys.4.15. Wykres funkcji blgdu R(Z). Rys.4.16. Wykres W(0,0,4) dla v=0.
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Rys.4.17. Wykres W(0,0,4) dla v=Vi. Rys.4.18. Wykres W(0,0,4) dlav=".
Ww i
0.sf
0.6¢ A oa
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= 7 ‘ ‘ ‘ ‘ -
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10°
Rys.4.19. Wykres w(0,¢) dla =1, v=0. Rys.4.20. Wykres w(0,¢) dlaA=1, v=Vi.
i i
1.5}
Lo
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Rys.4.21. Wykres W(0,¢) dla =1, v="%.
i o
15}
L0b A
\ w:s'wp
o5l ’/
s e i 1 5 ¢

Rys.4.23. Wykres W(0,¢) dla =5, v=Va.

Rys.4.24. Wykres W(0,¢) dla =5, v="5.
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Jak wynika z rys.4.16-4.24, maksymalne przemieszczenia, obliczone wedlug
wzoru przyblizonego (4.9) sa bardzo zblizone do wynikoéw $cistych teorii sprezystosci
dla v=0 i v="%, natomiast dla v=Y, w przypadku matej migzszosci warstwy, wzor przy-
blizony ma nieco inny charakter w pordwnaniu z wynikiem $cistym (rys.4.21). Po zwigk-
szeniu A wzor przyblizony dla v="% jest zblizony do wartosci Scistych (rys.4.24).

W tab.4.2 zostaly przedstawione wartosci maksymalnych przemieszczen
W, (0,0), W, (0,0), otrzymane odpowiednio wedtug teorii sprezystosci dla warstwy

sztywno potaczonej z nieodksztatcalng bazg oraz wedtug wzoru przyblizonego (4.9).

Tab.4.2. Poréwnanie warto$ci maksymalnych przemieszczen warstwy sztywno potaczone;.

v=0 v=Yi v=Y,

A - ~ - ~ - A

Wts Wp Bh}d, % WtS Wp Bh}d, % WtS Wp Bh}d, %

10976 | 0,974 0,2 0,844 | 0,842 0,2 0,447 | 0,445 0,3
2 1,423 | 1,424 0,1 1,285 | 1,283 0,1 0,878 | 0,892 1,6
5 | 1,758 | 1,758 0,0 1,626 | 1,624 0,1 1,236 | 1,242 0,5
10 | 1,87 | 1,87 0,3 1,742 | 1,746 0,2 1,361 | 1,367 0,5

W przypadku warstwy poprzecznie izotropowej, obcigzonej na powierzchni
w ksztalcie kota o promieniu a, przyblizony wzoér na wyznaczenie maksymalnych prze-
mieszczen pionowych w(0,{;1) zapiszemy w nastgpujacej postaci
w, (0.6,2) = 21, (0.412), (@11
1

gdzie

a(a—ﬂzvlz)((sz =) ¢ 1527 - 145,20 ) .
$S,(s,—5,) @’y (1-v,)
Fa—ph)(Virsie? + L5207 (s, +5,)¢)
55, (s, -5, )’y (1-v,)
o(a —ﬁzvlz)((s2 —5) A+ 148247 — 145,247 )
55, (S, —5,) e’y (1-v,)
F (a—ﬁzvf)(\/u s A +\/1+ $,2 A7 —(sl+sz)i)

$S,(s,—5,) @’y (1-1,)

Wp (O,é’,;t):

(4.12)

gdzie: s;, s,, F podano odpowiednio wzorami (3.57)2,34.

Podsumowujac, wzory (4.7), (4.9) oraz (4.11) moga by¢ wykorzystywane do ob-

liczen inzynierskich w celu wyznaczenia przyblizonej warto$ci maksymalnego
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przemieszczenia pionowego w(0,{,4) dla warstwy o warunkach brzegowych odpowiada-
jacych warstwie z poslizgiem oraz sztywno potaczonej z nieodksztatcalng baza, a takze
warstwy poprzecznie izotropowej, obcigzonych na powierzchni w ksztalcie kota 0 pro-
mieniu a, zwltaszcza gdy wspotczynnik Poissona jest zblizony do Y4 (czgsto wystepuje
w praktyce). Dla v=" (rys.4.21) wzor przyblizony (4.9) nieco ro6zni si¢ (po glebokosci

warstwy) od wyniku $cistego teorii sprezystosci dla matych 4.
4.3 Warstwa obcigzona ré6wnomiernie na powierzchni prostokata

W przypadku warstwy sprezystej, obcigzonej na powierzchni w ksztalcie prosto-
kata, bazujac na rozwigzaniu dla potprzestrzeni sprezystej (patrz podpunkt 3.2.3), mozna
uzyska¢ wzor przyblizony na przemieszczenia pionowe, tym razem dla dowolnych
wspotrzednych przestrzennych oraz dla dowolnego ilorazu bokéw przytozonego obcia-
zenia k=b/a. Ponizej rozpatrzono tylko przypadki szczegdlne (wyznaczenie przyblizo-
nego wzoru na maksymalne przemieszczenia w(0,0,{) warstwy obcigzonej w ksztalcie
kwadratu).

W przypadku potprzestrzeni sprezystej, obcigzonej na powierzchni w ksztalcie
kwadratu o bokach 2a (k=1), przemieszczenia pionowe w(0,0,{) zapiszemy w postaci

(patrz podrozdziat 3.2.2)

wts(o,o,g)=—a—é’wts(o,o,g), (4.13)
gdzie
W, (0,0,0)=—2 ¢ (14 v)(1-2v)arceot(¢y2+¢7 -
T

4.14)
J2+¢7 -1 (
4 1-vt)n| ¥22E )
m J2+¢7+1

Modyfikujac formute (4.14) w sposob analogiczny jak w podpunkcie 4.2, otrzy-
mamy nastgpujacy wzor przyblizony na maksymalne przemieszczenie pionowe dla war-

stwy o dowolnej migzszos$ci 4, obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kwadratu

w,(0,0,£,4)= a—E"pr(o,o,g,A), (4.15)

gdzie
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W,,(0,0,8,4) = wparccot(l 2+ A7 )—g’arccot(g\/ﬁ)}—

a1-v*)| (Jforc?1 J2+ 27 +1 (4.16)
——In| S———"|+In| ———||.
T J2+¢7+1 2+17 -1
Aproksymujac funkcje btedu R(1) wielomianem o postaci (rys.4.25)
A t,+t
R(ﬂ/):tl+t_2+t_32+u’
) Ja

gdzie ti — wspotczynniki wielomianu aproksymujacego,

(4.17)

ostatecznie, przyblizony wzor na wyznaczenie maksymalnych przemieszczen pionowych

zapiszemy nastepujaco
ap .
wp(o,o,g,/l)=E'°wp (0,0,¢, 1), (4.18)

gdzie:

W, (0,0,¢,4) =1, (0,0, ;,/1){1—% R(4),

(4.19)
2[0,382-0,0012 -/ (0,225-1,419v) |- 0,448

12

Wzor (4.18), bazujacy si¢ na $cistym rozwigzaniu dla potprzestrzeni, umozliwia

R(1)=

wyznaczenie z duzg doktadnoscig maksymalnego przemieszczenia pionowego warstwy
obcigzonej w ksztatcie kwadratu dla dowolnego 1 i (< 4.
Wzoréw (4.15) i (4.18) autor nie spotkat w literaturze przedmiotu.

Na rys.4.26-4.28 przedstawiono wykresy maksymalnych przemieszczen piono-
wych W, (0,0,/l) oraz Wp (0,0,ﬂ,) , otrzymane wedtug zmodyfikowanego wzoru (4.18),
a takze wedhug teorii sprezystosci (patrz 3.2.3). Natomiast na rys.4.29-4.34 przedsta-
wiono wykresy W, (0,¢) oraz W, (0,¢) dla roznych 4.

R w
— =0 7
0.3 R
4
T N
0.2 r=s W W,
Lo},
01
/‘ﬂ\\w“ﬁ 0.3
: : : : - 1
2 4 6 8 10 . . ‘ . .
f 2 4 6 3 10"
Rys.4.25. Wykres funkcji btedu ﬁ(l) . Rys.4.26. Wykres W(0,0, 1) dla v=0.
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Rys.4.27. Wykres W(0,0,2) dla v="Y4. Rys.4.28. Wykres W(0,0,1) dlav="Va.
W v
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Rys.4.29. Wykres w(0,¢) dlav=0, A=1. Rys.4.30. Wykres w(0,¢) dla v=Y, 2=1.
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Rys.4.33. Wykres W(0,¢") dla v=Y4, A=5.

Rys.4.34. Wykres W(0,¢) dlav=Y, A=5.

F
5
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W tab.4.3 przedstawiono wartosci maksymalnych przemieszczen pionowych

wts(o, 0) oraz v”vp(0,0) dla warstwy obcigzonej na kwadracie, otrzymane odpowiednio
wedlug teorii sprgzystosci oraz wedlug wzoru przyblizonego (4.18).

Tab.4.3. Poréwnanie warto$ci maksymalnych przemieszczen.

v=0 v=VYs v=Y

A - A - A - A

WtS Wp qud, % WtS Wp qud, % Wts Wp qud, %

1 |0,836 | 0,836 0,0 0,688 | 0,739 7,5 0,603 | 0,603 0,0
2 | 1,477 | 1,447 0,3 1,373 | 1,355 1,3 1,181 | 1,107 6,2
5 | 1927|1928 | 0,05 1,805 | 1,801 0,2 1,486 | 1,477 0,6
10 | 2,083 | 2,086 0,1 1,956 | 1,958 0,1 1,581 | 1,602 13

Podsumowujac, przyblizony wzor (4.18) moze by¢ wykorzystywany do obliczen
inzynierskich w celu wyznaczenia przyblizonej wartosci maksymalnego przemieszczenia
pionowego warstwy obcigzonej w ksztalcie kwadratu o bokach 2a dla dowolnego 4. Jak
wynika z rys.4.31, dla v='5 oraz matej migzszosci warstwy (4 < 1) wzor przyblizony

(4.18) daje nieco zanizone warto$ci przemieszczenia W srodkowej czesci zakresu ' ((=%).
4.4 Funkcja zanikania przemieszczen w(¢)

Vlasov i Leontiev w monografii [29] zaproponowali liniowa, hiperboliczng i wy-
ktadnicza posta¢ funkcji aproksymujacej przemieszczenia pionowe po gltebokosci war-

stwy®>3/:

l//l(z)=1——, V/z(z):Sin:iE];((;H_)Z))’ V/3(§):e_ﬂ’ (4.20)

gdzie:
H — migzszos¢ warstwy, [m],
y — parametr, charakteryzujacy szybko$¢ zanikania przemieszczen na gltgbokosci podloza,
majacy wymiar m,
W monografii [21], s. 256, zaproponowano, na podstawie rozwigzania Boussi-

nesq’a, funkcje zanikania w postaci

, (4.21)

%3/ Funkcja (4.20)s jest szczegdlnym przypadkiem funkcji (4.20)2, bo I!{im v, (Z) = 7%,
—>0
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gdzie:
,»Njest glebokosciq, na ktorej w konstrukcji nawierzchni jest powierzchnia gorna podtoza,
a b dodatkowym parametrem odzwierciadlajgcym szerokosé strefy odziatywania obcig-
Zenia na tej powierzchni” [21], s. 256.

Wzory (4.20)3 i (4.21) sg stuszne dla z € [0, o). Wszystkie cztery funkcje sg roz-

wigzaniem réwnania rozniczkowego drugiego rzedu 0 postaci®/

d’y,
e fi(z)w; =0, (4.22)

gdzie i=1, 2, 3, 4, przy czym w przypadku funkcji

2

Wl_)fl(z)zo’ Vo Wy — fz,s(Z)ZV )
2(z+h)* b (4.23)
2 2
[(z+h) +b}
Warunki brzegowe zapiszemy w postaci:
v1(0)=w,(0)=y;(0)=w,(0)=1,
vi(H)=v,(H)=0, w;(o)=y,(x)=0.

Widoczne jest, ze funkcje zanikania w1 i w2 wykorzystujemy w zagadnieniach

Wy f4(Z):

(4.24)

warstw i potprzestrzeni (H—o), a funkcje w3 i ws W zagadnieniach potprzestrzeni.

v — ¢ #@ —
Lo w2 10 %)

) &3 &3
0.8F — 0.8 — iy
0.6} 0.6}

0.4 0.4
0.2+ 0.2l
. . . ‘ . . | . — .
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 ] P 3 4 3
Rys.4.35. Wykres y (<) dla H=1, y=1, b=1. Rys.4.36. Wykres y (&) dla H=5, y=4, b=1.

Jak juz wspomniano we wstepie, Vlasov i Leontiev nie podali sposobu wyznacze-
nia parametru y. W podanych przez nich przyktadach obliczeniowych, znajdujemy tylko
wyznaczenie przemieszczen dla przyktadowo zatozonej wartosci tego parametru. Jednak

inni badaczy zaj¢li si¢ problematyka wyznaczenia . Korzystajac z rachunku

%/ Jedli wyprowadzi¢ rownania Vlasova korzystajac z twierdzenia o minimum energii potencjalnej lub
z zasady prac wirtualnych, to po wykonaniu wariacji przemieszen otrzymujemy dodatkowe rownanie roz-
niczkowe typu (4.22).
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wariacyjnego, Jones i Xenophontos [48] zaproponowali wyrazenie do obliczania y. Nie
obliczyli jego wartos$ci, ale ustalili zalezno$¢ migdzy parametrem y a ugieciem belki lub
plyty spoczywajacej na kontinuum sprezystym. Idac za Jonesem i Xenophontosem, Val-
labhan i Das [50] dla belki spoczywajacej na podtozu spr¢zystym opracowali iteracyjng
metode Wyznaczenia parametru y. Dla rownomiernie roztozonych obcigzen stwierdzili,
ze warto$¢ y zalezy migdzy innymi od ilorazu gtebokosci warstwy do dtugosci belki.

W tym podrozdziale przedstawiono funkcje aproksymujgce przemieszczenia po
glebokosci rozpatrywanej warstwy, otrzymane na podstawie rozwigzania $cistego teorii

sprezystosci dla potprzestrzeni sprezyste;.
4.4.1 Zmodyfikowane funkcje Vlasova zanikania przemieszczen

W zaproponowanych przez Vlasova i Leontieva funkcjach zanikania przemiesz-
czen (4.20) mozna unikna¢ konieczno$ci stosowania parametru y. W tym celu grubosc¢
warstwy H wyrazimy jako iloczyn charakterystycznego wymiaru obcigzenia dziatajacego
na warstwe z bezwymiarowym mnoznikiem 4 w postaci:

H=al,0raz z=ag . (4.25)

Zmodyfikowane funkcje zanikania (4.20) zapisujemy nastepujaco®/:

sinh(i( —gn
go=1-% = A 1/73=(1—%je‘4, (4.26)

' A sinh ()
w ktorych 0 < < 4.

Uzasadnienie modyfikacji funkcji zanikania przemieszczen przedstawiono na
rys.4.37-4.38, na ktorych pokazano zalezno$¢ maksymalnych przemieszczen pionowych
warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota o promieniu a, odpowiednio od
migzszosci warstwy oraz bezwymiarowego parametru y = ya, dla przyjetej w monogra-

fii [29] hiperbolicznej funkcji zanikania (4.20)>.

%/ Poréwnujac wzory (4.20) z (4.26) stwierdzamy ich identycznoéé¢ dla y=1/a. Do wzoréw (4.26)2,3 mozna
wprowadzi¢ bezwymiarowy wspotczynnik zanikania.
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w w

S T e S B
Rys.4.37. Wykres Ww(4) dlav=0. Rys.4.38. Wykres w(y) dla v=0.

Z rys.4.37-4.38 wynika, ze maksymalne przemieszczenie, niezaleznie od migz-

szo$ci warstwy, wynosi dla 7 =ya ~1.

4.4.2 Zmodyfikowane funkcje zanikania przemieszczen, bazujace na $cistych roz-

wiazaniach teorii sprezystosci

W przypadku potprzestrzeni sprezystej obciazonej W ksztatcie kota, przyblizong
funkcje zaleznosci maksymalnych przemieszczen pionowych w(0,{) od gtgbokosci war-
stwy podano wzorem (4.3). Na podstawie tej zalezno$ci mozna uzyskac¢ funkcje zanikania

przemieszczen, ktora musi spetnia¢ nastepujace warunki:
w(0)=1, w(41)=0. (4.27)
Modyfikujac wzor (4.3) z uwzglednieniem warunkéw (4.27), otrzymamy funkcje
zanikania 7,, opisujaca rozktad przemieszczefi pionowych wzdtuz osi { dla dowolnego

A w przedziale 0 <p <1, ktéra zapiszemy w postaci

2+¢  2+4°
. 1407 1+ 42
l//4(§)=\/ : 2+ A2
2+ﬂ,—7—2v(1+ﬂ,— 1+/12)

N1+ 22

Dla p > 1, funkcje zanikania przemieszczen mozna wyprowadzi¢ w analogiczny

+(1-2v)(2=¢)-2v(B+ &7 -1+ 1)

(4.28)

sposoOb, bazujac na rozwigzaniu $cistym potprzestrzeni.

W przypadku polprzestrzeni sprezystej, obcigzonej na powierzchni w ksztalcie
prostokata o wymiarach 2a x 2b (rys.3.2), przemieszczenie pionowe w(0,0,{) jest dane
wzorem (4.15). Modyfikujac wzor (4.15), z uwzglednieniem warunkow (4.27), otrzymu-

jemy funkcje zanikania ¥/, w postaci
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(1—2v)[§arccot(§\/ﬁ)—/1arccot(,1 24 )2 )}

ile)= (3—2\/5)(\/2+42+1) : ’
2(1-v)In NERT —ﬂ(l—Zv)arccot(}L 2+ 2 )
(1/2+§2 —1)(\/2+/12 +1) (4.29)
2(1-v)In
(~/2+g2 +1)( 2122 —1)
(3-2v2)(V2+ 27 +1 : '
2(1-v)In Jz+<12—1 ) - 2(1-2v)arccot( 4v2-+ 47|

Funkcje (4.29) otrzymano przy zalozeniu, ze £=0, =0, x=1. Analogiczny wzor
mozna uzyskaé¢ dla dowolnych wartosci &, 7, «.

Na rys.4.39-4.42 przedstawiono wykresy funkcji zanikania przemieszczen dla

warstwy obciazonej w ksztalcie kota 7, (¢') oraz kwadratu v, ().

2 2
1.0 — r=0 1.0
1 — =0
0.8 4 0.8 p=1
_1 4
0.6 ’ 0.6 ) :é
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1o° 1 2 3 £ 5
Rys.4.39. Wykres v, (¢) dla A=1. Rys.4.40. Wykres v, (¢) dla A=5.
g s
} 1.0k — =0
: poi
. 0.8} E
3 =1
0.6 2
0.4r
0.2+
................... .J-IO 5/’ } 2\ _I? 41{ e -\5 _‘ﬂ
Rys.4.41. Wykres (&) dlax=1, i=1, k=1. Rys.4.42. Wykres vy (&) dlax=1, i=5, k=1.

Zauwazmy, ze funkcje zanikania przemieszczen (4.28) i (4.29), otrzymane ze
zmodyfikowanych rozwigzan §cistych, zaleza wylacznie od v oraz 4 (taka sama zalezno$¢
jest w przypadku rozwigzan dla potprzestrzeni). W monografii [29], s. 26, zapropono-
wano funkcje zanikania przemieszczen w postaci (4.20)2,3. Te funkcje zaleza od parame-

tru gruntu y, charakteryzujacego szybko$¢ zanikania przemieszczen po glebokosSci
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i majacego wymiar m™?. W wyzej wymienionej monografii, jak juz wspomniano wcze-
$niej, nie znajdujemy opisu tego parametru, lecz tylko przyjmowano jego wartosci w roz-
wigzanych przyktadach. W dost¢pnej autorowi literaturze, oprocz prac [48] i [50], nie
udato sie znalezé informacji dotyczacej sposobu wyznaczenia y°%/. Jak wynika ze wzoréow
(4.28) 1 (4.29) oraz rys.4.37-4.38, w zaproponowanych przez Vlasova i Leontieva funk-
cjach zanikania przemieszczen mozna unikng¢ konieczno$ci stosowania parametru y, na-
tomiast operowac tylko migzszoscig warstwy A, otrzymujac zmodyfikowane funkcje za-
nikania przemieszczen pionowych wraz z gltebokoscia (4.26).

Na rys.4.43-4.44 przedstawiono poréwnawcze wykresy funkcji zanikania prze-

mieszczen dla warstwy obciazonej w ksztalcie kota 7, (&) oraz kwadratu v ().

7 o
1.0} — r.of, —
0.8} s 0.8y s
0.6 0.6F
0.4} 0.4}
0.2r 020
0.2 0.4 0.6 0.8 10° ] B 3 P 5 ¢

Rys.4.43. Wykres 7, (&) 1w, (¢) dlav=Y, A=1. Rys.4.44. Wykres y,({) i () dlav=Ys, A=5.

Z rys.4.43-4.44 wynika, ze rozktad przemieszczen pionowych po gltebokosci war-
stwy nieznacznie zalezy od ksztattu przytozonego obcigzenia (w przypadku rownomier-
nego obcigzenia w ksztalcie kota i kwadratu). Tu warto zaznaczy¢, ze w pracy [50],
w ktorej rozpatrywano model obcigzonej rGwnomiernie belki spoczywajacej na podiozu
Vlasova, pokazano, ze bezwymiarowymi parametrami, wptywajacymi na warto$¢ para-
metru y i sztywnosé fundamentu sa Es/Ep, (I/d)3, (H/l) oraz obcigzenie. Ponadto pokazano,
ze dla rownomiernie roztozonego obcigzenia parametr y jest niezalezny od Es/Ep i (I/d)3.
Takze autorzy stwierdzili, ze powyzsze zaleznos$ci nie dotyczg innych rodzajow obciaze-
nia.

Jak wynika z analizy wzorow (4.28) i (4.29), oraz rys.4.43-4.44, funkcja zanikania
przemieszczen, w przypadku rownomiernego obcigzenia na powierzchni w ksztatcie kota

lub kwadratu, prawie nie zalezy od jego ksztattu.

%/ Oczywiste jest, ze ten wspolczynnik zalezy nie tylko od rodzaju gruntu, ale tez od intensywno$ci i cha-
rakteru obcigzenia (np. przekazywanego przez konstrukcje).
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Na rys.4.45-4.46, przedstawiono porownawcze wykresy funkcji zanikania prze-
mieszczen (4.26)1,23, (4.28) 1 (4.29).

& N 4?/
L0 — Y Lo —
05 72 ol Z
&3 /s
0.6 - 4}}4 0.6 - 424
0.4 — 4, 04} _
0.2 02
L s s L Ve . N - Ve
02 0.4 0.6 0.8 1.0 1 2 3 4 5
Rys.4.45. Wykres v (¢) dlav="Y, i=1. Rys.4.46. Wykres y7(¢) dlav=", 1=5.

Jak wynika z rys.4.45-4.46, dla matych wartosci 4 zmodyfikowane funkcje
(4.26)23, (4.28) i (4.29) sa zblizone do liniowej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)1.
Dla wigkszych wartosci A liniowa funkcja (4.26)1 nie nadaje si¢ do aproksymacji prze-
mieszczen po glgbokosci warstwy, co pokazano w Rozdziale 5.

Podsumowujac, W celu aproksymacji przemieszczen po giebokosci rozpatrywane;j
warstwy, mozna przyja¢ funkcje zanikania przemieszczen W postaci (4.26)1,23, (4.28)
I (4.29) dla warstwy obcigzonej na powierzchni odpowiednio w ksztalcie kota i kwadratu.
Dla matych wartosci 4, W celu aproksymacji przemieszczen wzgledem osi ¢, mozna sto-
sowa¢ zmodyfikowane funkcje (4.26)1,2,3. Zaproponowane funkcje nie zawieraja parame-
tru y, charakteryzujacego szybko$¢ zanikania przemieszczen po glebokosci warstwy.
W dalszej czgsci pracy, W celu aproksymacji przemieszczen po gtebokosci, beda przyj-
mowane tylko zmodyfikowane funkcje (4.26)1,23, a takze funkcje bazujace na rozwigza-

niu $cistym teorii sprezystosci (4.28) i (4.29).
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5. WERYFIKACJA MODELU PODLOZA VLASOVA
5.1 Cel rozdzialu

Weryfikacje modelu podtoza Vlasova wykonano na podstawie rozwigzan $cistych
teorii sprezystosci, uzyskanych dla warstwy sprezystej poddanej obcigzeniu w ksztatcie
kota oraz kwadratu. W tym celu poréwnano wartos$ci przemieszczen uzyskanych wedlug

teorii sprezystosci oraz modelu podtoza Vlasova.
5.2 Warstwa obcigzona ré6wnomiernie na powierzchni kota

Rozpatrzmy zagadnienie warstwy sprezystej, obcigzonej rOwnomiernie na po-

wierzchni w ksztatcie kota 0 promieniu a (rys.5.1).

a »la a‘ »
Ps=const

\ R, \r

WII VVII .

VVI
\ v
H
v 1 | 1

\ 7V

Rys.5.1. Warstwa sprezysta obcigzona w ksztalcie kota.

Przemieszczenia pionowe warstwy o warunkach brzegowych odpowiadajacych
warstwie sztywno potaczonej z podtozem niescisliwym (3.55) oraz warstwie z poslizgiem
(3.56) wedlug teorii sprezystosci sg podane w podrozdziale 3.3.2.

Rownania rozniczkowe (2.8) statyki warstwy gruntu wedtug modelu podtoza Vla-

sova, w uktadzie wspoirzednych walcowych, zapiszemy nastepujaco:

d®w, 1dw
K| —t+=—" |—kw, +p=0,
2(dr2 rer KW, + p
(5.1)
d?w, 1dw
kz[ - j—klw,, -0,

gdzie:
ki 1 ko — parametry catkowe, okreslone odpowiednio wzorami (2.9)1.2,
Wi — przemieszczenie pionowe w przedziale 0 <r <a,

Wi — przemieszczenie pionowe dlar >a.
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Rozwigzanie réwnania rozniczkowego (5.1) zapiszemy w postaci:
w, (r)=Cyl, (Br)+C,K, (ﬁr)+kB ,
' (5.2)
w, (r)=C,l,(Br)+C,K,(Br),

gdzie:
lo i Ko — zmodyfikowane funkcje Bessela zerowego rzedu, odpowiednio pierwszego i dru-
giego rodzaju [80], a C; — state catkowania (i=1, 2, 3, 4).

W celu wyznaczenia statych Ci wykorzystamy nastepujace warunki brzegowe

oraz warunki cigglo$ci:

dw, dw dw
d_rll‘:0 =01 W”|I’—)oo :0, W||r:a :W"|r:a’ d_l”lr:a =d_r“ r:a. (53)
Po uwzglednieniu warunkow (5.3), state catkowania Ci sa rowne:
a a
Cl:__paKl(ﬂa)’ C,=0, C3=O’C4:_pﬂ|1(ﬂa), (5.4)

k, K,
gdzie:
I1 1 K1 — sg zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego rz¢du, odpowiednio pierw-
szego i drugiego rodzaju [80],

kl
B= K, (5.5)

przy czym £ ma wymiar [1/m].
Przechodzac do bezwymiarowego uktadu wspotrzednych (3.46)12, otrzymamy

nastepujace wzory Na przemieszczenia pionowe

i (,)=EL2R ()1, (g (£),
' (5.6)
wy(p.¢) =L, (pa) K (ppa)y (¢).

Przyjmujac funkcje zanikania przemieszczen y({) wedtug wzorow (2.9) wyzna-
czymy parametry catkowe ki i k2, a nastgpnie przemieszczenia (5.6). Ponizej na rysun-
kach zostang przedstawione porownawcze wykresy przemieszczen pionowych warstwy
0 migzszosci A=H/a, otrzymane wedtug teorii sprezystosci oraz wedtug modelu podtoza

Vlasova. Na ponizszych wykresach przyjeto nastepujace oznakowania krzywych®'/:

5/ Podano bezwymiarowe warto$ci przemieszczen (patrz odnos$nik nr 32, s. 44). Oznaczenia dotycza
rys.5.2-5.13.
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1) W,— przemieszczenie warstwy z poslizgiem wedtug teorii sprezystosci (TS);

2) W, — przemieszczenie warstwy sztywno potaczonej z podtozem wedtug TS;

3) W, — przemieszczenie warstwy wedlug modelu podtoza Vlasova dla liniowej funkcji
zanikania przemieszczen (4.26)1;

4) W, — przemieszczenie warstwy wedlug modelu podtoza Vlasova dla hiperbolicznej
funkcji zanikania przemieszczen (4.26)2;

5) W, — przemieszczenie warstwy wedtug modelu podtoza Vlasova dla funkcji zanikania
przemieszczen (4.28).

Na rys.5.2-5.5 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W( p, 0) , hato-

miast na rys.5.6-5.9 przedstawiono wykresy W(0,¢).

i . i ,
— Wy Wy

1.0
0.5f w2 2
0.6¢ - °
— iy —
0.4}
— 'I.)i‘j —_— 1;‘5
0.2t
05 10 s 20 s 30” 23 307
Rys.5.2. Wykres W(p,0) dlav=0, A=1. Rys.5.3. Wykres W(p,0) dlav=Y%, 1=1.
i , i .
- — Wy F — Wz
. 15
1.5F N Wy

1.0

=1
[

0.3 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Rys.5.4. Wykres W(p,0) dla v=0, 1=5. Rys.5.5. Wykres W(p,0) dla v=Y4, A=5.
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A

1.0

~
— Wj

0.2 0.4 0.6 0.8 10° 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Rys.5.6. Wykres W(0,¢) dlav=0, A=1. Rys.5.7. Wykres W(0,¢) dla v=Vs, A=1.
i v A
—_ 1';11 — Wy
s ) L5t »
SN w Wi
\\‘ 2
—w i — w3
100 310
— oy — Wy
0.5+ A 0.5¢
— Wj3
z‘ n
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 ¢

Rys.5.8. Wykres W(0,¢) dla v=0, 1=5.

Rys.5.9. Wykres W(0,¢) dla v=V4, A=5.

Na rys.5.10-5.11 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W(O, 0, /1) od /, otrzymane wedtug teorii sprezystosci oraz wedtug mo-

delu podtoza Vlasova.

w

A
w2

2 4 6 8

Rys.5.10. Wykres W(0,0,4) dla v=0.

Rys.5.11. Wykres W(0,0,4) dla v=Y.

Z rys.5.10-5.11 wynika, ze przemieszczenia dla liniowej funkcji zanikania (4.26)1

przy wzro$cie A dgzg do zera, natomiast dla hiperbolicznej funkcji zanikania (4.26). oraz

funkgcji (4.28) szybko stabilizujg sig.

Na rys.5.12-5.13 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W(O, 0, v) od v, otrzymane wedhug teorii sprezystosci oraz wedhug mo-

delu podtoza Vlasova.
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W v

Rys.5.12. Wykres W(0,0,v) dlaA=1. Rys.5.13. Wykres W(0,0,v) dlaA=5.

Zrys.5.12-5.13 wynika, ze przemieszczenia pionowe wedtug modelu Vlasova dla
v=Y% s3 rébwne zeru, natomiast wedlug teorii sprezystosci sa rézne od zera. Takze
z rys.5.2-5.11 wynika, ze przemieszczenia pionowe, obliczone wedlug modelu podtoza
Vlasova (przy zatozeniu r6znych funkcji zanikania przemieszczen), maja znaczng réznice
W poréwnaniu z rozwigzaniem $cistym teorii spr¢zystosci. Rdznica ro§nie wraz ze wzro-
stem warto$ci A=H/a.

Warto podkresli¢, ze przechodzac z miazszosciag warstwy do polprzestrzeni
(A—0), przemieszczenia pionowe wyznaczone wedlug modelu podtoza Vlasova przy za-
tozeniu liniowej funkcji zanikania w postaci (4.26)1 daza do zera. Ten wynik jest nie-
zgodny z rozwigzaniem $cistym teorii sprezystosci. Natomiast przemieszczenia, dla do-
wolnej wartosci 4 (rys.5.10-5.11), w przypadku zatozenia hiperbolicznej funkcji zanika-
nia przemieszczen (4.26)2, szybko stabilizujg si¢ i juz dla A > 3 osiggajg warto$¢ maksy-
malng 1,111 (dla v=0) i 1,088 (dla v="4).

W tab.5.1 przedstawiono wartosci przemieszczen pionowych, otrzymane wedlug
teorii sprezystosci dla warstwy z poslizgiem W, oraz wedtug modelu podtoza Vlasova,

przy zatozeniu funkcji zanikania przemieszczen w postaci (4.26)1,2.

Tab.5.1. Poréwnanie wartosci przemieszczen dla v=Ya.

p=0 p=1

a a

Al Wy | ¥, |Blad,% | ¥, |Btad, % | Wy | ¥, |Blad, % | ¥/, |Bld %

1]0933|0,733| 214 0,736 | 211 0,42 | 0,343 18,3 0,342 18,6
2 113490973 | 279 1,011 | 251 0,705 | 0,524 | 25,7 0,508 | 27,9
5 11,656 | 0909 | 451 1,087 34,4 0,979 | 0,609 | 37,8 0,565 | 423
10 | 1,757 | 0,693 | 60,6 1,088 | 38,1 1,087 | 0,520 | 52,2 0,566 | 47,9

W tab.5.2 przedstawiono warto$ci przemieszczen pionowych, otrzymane wedtug

teorii sprezystosci dla warstwy sztywno polgczonej z podtozem niescisliwym W, oraz
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wedtug modelu podtoza Vlasova, przy zatozeniu funkcji zanikania przemieszczen w po-

staci (4.26)1,.

Tah.5.2. Pordwnanie warto$ci przemieszczen dla v=Ya.

p=0 p=1

A A

A | Wg | W, |Blad,% | ¥/, |Blad, % | Wy | ¥, |Blad,% | ¥/, |Blad, %

1084 0733 | 127 |0,736 | 12,4 0,38 | 0,343 9,7 0,342 | 10,0
2 12840973 | 242 |1011| 213 |0654|0524| 199 |0508 | 223
5162710909 | 441 1087 | 332 |0951|0609| 360 |0565| 40,6
10 {1,743 | 0,693 | 60,2 | 1,088 | 37,6 1,07 {0520 | 514 |0,566 | 47,1

Jak wynika z rys.5.2-5.11 oraz z tab.5.1-5.2, wartosci przemieszczenia piono-
wego, otrzymane wedtug modelu podtoza Vlasova sa rozbiezne z rozwigzaniem $cistym
teorii sprezystosci, w szczegolnosci dla wiekszych migzszosci warstwy A. Im wigksza jest
warto$¢ 4, tym wigksza jest rdznica pomiedzy rozwigzaniem $cistym a przyblizonym.
W przypadku warstwy sztywno potaczonej z podtozem niescisliwym roéznica pomiedzy
przemieszczeniami wedlug modelu Vlasova oraz rozwigzaniem $cistym teorii sprezysto-

$ci jest mniejsza.
5.3 Warstwa obciazona réwnomiernie na powierzchni prostokata

Rozpatrzmy zagadnienie warstwy sprezystej obcigzonej na powierzchni w ksztat-
cie prostokata (rys.3.24-3.25). Rozwiazanie tego zagadnienia wedtug teorii sprezystosci
zostato przedstawione w podrozdziale 3.2.3. Natomiast rownanie rézniczkowe, opisujace
zaleznoséci pomiedzy przemieszczeniem a obcigzeniem zewngtrznym wedtug modelu
podtoza Vlasova, zapiszemy w postaci (patrz podpunkt 2.2)

k,V’w—kw+p,=0. (5.7)

Obcigzenie powierzchniowe w ksztalcie prostokata zapiszemy nastepujaco:

P, (X, y)=p=const dla -a<x =x<a, —-b<x,=y<b (5.8)
gdzie:
p — obciazenie powierzchniowe w jednostkach [Nm2],
a, b — wymiary przytozonego obcigzenia w ksztalcie prostokata, [m].

Do rownania (5.7) zastosujemy podwojng transformate cosinusowg Fouriera, zde-
finiowang wzorem (3.34). W wyniku otrzymamy nastepujace rownanie algebraiczne na

transformate funkcji przemieszczen pionowych
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[k +k, (87 +12) W+ p, =0, (5.9)
gdzie:

i :%TT p; cos(sx)cos(ty) = 2psinas)sin (bt) : (5.10)

7St

ki 1 ko — sg podane wzorami (2.9)1,.

Rozwigzujac rownania algebraiczne (5.9), otrzymamy nastepujgcg transformate
funkcji przemieszczen pionowych
2psin(as)sin(bt)

"= 7zst[kl+k2(s2 +b2)]

(5.11)

Obliczanie retransformaty przemieszczen (5.11) w postaci zamknigtego wzoru
analitycznego jest ucigzliwe. Autorowi nie udato si¢ uzyska¢ wynikoéw w postaci anali-
tycznych wzorow zamknigtych. W celu wyznaczenia przemieszczen zastosowano catko-
wanie numeryczne, wykonane za pomoca programu Wolfram Matematica 13.

Przyjmujac funkcje zanikania przemieszczen wraz z glebokoscia wedlug wzorow
(2.9) wyznaczymy parametry catkowe ki i k2, a zatem i retransformate przemieszczen
(5.112).

Na rysunkach ponizej zostang przedstawione wykresy przemieszczen pionowych,
otrzymane wedtug teorii sprezystosci oraz wedtug modelu podtoza Vlasova dla warstwy
obcigzonej w ksztalcie kwadratu o wymiarach bokéw 2a x 2a°8/. Na wykresach przyjeto
nastepujace oznakowania krzywych®%/:

1) W, — przemieszczenie warstwy wedlug teorii sprezystosci (patrz podpunkt 3.2.3);

2) \W, — przemieszczenie warstwy wedtug modelu Vlasova dla przyjetej liniowej funkcji
zanikania przemieszczen (4.26)1;

3) W, — przemieszczenie wedlug modelu Vlasova dla przyjetej hiperbolicznej funkcji za-

nikania przemieszczen (4.26)2;

4) W, — przemieszczenie wedlug modelu Vlasova dla przyjetej funkcji zanikania prze-
mieszczen (4.29).

Na rys.5.14-5.19 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W(f,0,0),

W(O, 0, ) , otrzymane wedtug teorii sprezystosci oraz wedtug modelu podtoza Vlasova.

%8/ Podano bezwymiarowe warto$ci przemieszczen (patrz odno$nik nr 32, s. 44).
% Oznaczenia dotycza rys.5.14-5.5.21.
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Rys.5.17. Wykres W(&,0,0) dla v=Y4, 2=5.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rys.5.18. Wykres W(0,0,¢) dla v=", =1.

Na rys.5.20-5.21 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

;
%

Rys.5.19. Wykres W(0,0,¢) dla v=Y4, A=5.

czen pionowych W(O, 0,0, /1) od 4, otrzymane wedtug teorii sprgzystosci oraz wedhug mo-

delu podtoza Vlasova.
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Rys.5.20. Wykres W(0,0,0,4) dla v=0. Rys.5.21. Wykres W(0,0,0,4) dla v=V4.

W tab.5.3 przedstawiono wartosci przemieszczen pionowych wyznaczonych

w przekroju £=0, =0, {=0.

Tab.5.3. Poréwnanie wynikow przemieszczen pionowych.

v=0 v=V,

A A A A A A A A

W, W, A W, W, W, W, W,

10,836 |0,847 | 0,853 | 0,853 | 0,688 | 0,757 | 0,757 | 0,752
2 | 1447 1,11 | 1,16 | 1,141 | 1,373 | 1,061 | 1,078 | 1,084
511927 | 103 | 1244|1254 |1,805| 1,051 |1,172 | 1,261
10 | 2,083 | 0,782 | 1,245 | 1,24 | 1,956 | 0,823 | 1,173 | 1,267

Podsumowujac, jak wynika z rys.5.14-5.21 oraz z tab.5.3, wartos$ci przemieszczen
pionowych, otrzymane wedlug modelu podtoza Vlasova sg mniejsze od przemieszczen
wedlug teorii sprezystosci dla A > 1. W przypadku A=1 przemieszczenia, uzyskane na
podstawie modelu podtoza Vlasova sg wigksze od przemieszczen wedtug teorii sprezy-
sto$ci, niezaleznie od przyjetej funkcji zanikania. Analogicznie jak w przypadku warstwy
obcigzonej w ksztalcie kota, wraz ze wzrostem wartosci 4 przemieszczenia wedlug mo-
delu Vlasova szybko stabilizujg sie.

Zgodnie z zalozeniami modelu Vlasova, przemieszczenia poziome sg rowne zeru.
Nieuwzglednienie wpltywu tych przemieszczen moze powodowaé zanizenie wartosci
przemieszczen pionowych W porOwnaniu Z rozwigzaniem S$cistym teorii sprezystosci.
W zwigzku z powyzszym, dalej przedstawiono zmodyfikowany model podtoza sprezy-

stego, przy zatozeniu miedzy innymi, Ze przemieszczenia poziome sg rézne od zera.
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6. ZMODYFIKOWANY MODEL PODLOZA
6.1 Cel rozdzialu

Celem tego rozdzialu jest przedstawienie podstawowych réwnan i zaleznos$ci
zmodyfikowanego modelu podioza. W ogdlnym przypadku zostanie wyprowadzony nie-
jednorodny (w kierunku x3=z), poprzecznie izotropowy model podtoza. Roéwniez w tym
rozdziale zostang przedstawione zmodyfikowane modele, powstate badz na réznych za-
lozeniach kinematycznych, badz na uwzglednieniu lub nie poprzecznej izotropii 1 niejed-
norodnosci po giebokosci warstwy charakterystyk materialowych. Réwnania zmodyfiko-
wanego modelu sg otrzymane poprzez ortogonalizacje rownan rownowagi teorii sprezy-

stosci sposobem Galerkina.
6.2 Podstawowe zaloZenia

W modelu podtoza Vlasova stale materiatowe E i v sg niezalezne od zmiennej
Xs=7, a takze statyka warstwy gruntu jest rozpatrywana dla osrodka izotropoweg0®/.
W rzeczywisto$ci te zatozenia sg malo realne. ,,State materiatowe” w og6lnym przypadku
moga by¢ funkcjami zmiennych przestrzennych, a osrodek gruntowy nie jest izotropowy.
Model poprzecznie izotropowy charakteryzowany jest przez 5 niezaleznych sta-
tych materiatowych [11], s. 91, [58], s. 162-163, [61], s. 18, [81], s. 102: E1, E3, G3, v1,
v3. Podstawowe wzory dla osrodka poprzecznie izotropowego podane sa w Zataczniku 2,
pkt.7.
Naprezenia oij Zapiszemy w postaci:
o, =C,8,+C,&, +Céy,
0, =C,e,+C &, +Cey,
(6.1)
O35 =Cayy +Cip6p +Ci655
0, =2Gs6,5, 0,3,=2G,e,, 0,=2C¢,,

gdzie parametry spr¢zystosci sg rowne:

8/ W monografii [29], s. 43 rozpatrywane rowniez podtoze dwuwarstwowe, znajdujace si¢ w PSO.
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E, ( Evy’ — E3)

C = ’
T (1) (2Ep -(1-w) E)
E ( Egv, + Ey’ ) B EEyv,
127 2 T 2 ' (6.2)
(1+v,)(2Ew," —(1-w) Ey) 2Ev,” —(1-v,) E,
C..=— (1—V1)E32 G = Cu-Cp _ E, .
® 2B -(1-v)E " 2 21+v,)

We wzorze (6.2) wprowadzono oznaczenia®/:
E1 — modul Younga w ptaszczyznie xs=const (ptaszczyzna izotropii),
Es — modut Younga w kierunku osi X3 (w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny izo-
tropii),
E,

G, = ———— — modut Kirchhoffa w ptaszczyznie Xs=const,
2(1+v,)

G3 — modut Kirchhoffa w kierunku osi X3,
v1 — wspdlczynnik Poissona w ,,ptaszczyznie” Xs=const,
vs — wspolczynnik Poissona w , kierunku”®?/ osi Xa.
W odréznieniu od modelu podtoza Vlasova zaktadamy, Ze parametry techniczne

(6.2), sa funkcjami zmiennej z%%/:
E =E(z), E;=E(z),
vi=v,(2), vs=w(2), (6.3)
G, =Gl(z), G, =G3(Z).
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia parametrow (6.3) dla ptaszczyzny z=0:

Eo= El(o) Ey=E; (O)’

vio=v1(0), vy =v5(0), (6.4)

81/ Patrz Zalgcznik 2, pkt.7.

62/ Uzyto cudzystowu, bo v1 jest wspdtczynnikiem charakteryzujacym reakcje materialu na dziatanie na-
prezen w plaszczyznie izotropii, a v3 za$ — jest reakcja materiatu na dziatanie naprezen w plaszczyznie
prostopadlej do plaszczyzny izotropii.

83/ Warto zaznaczy¢, ze w literaturze znajdujemy modele podloza, w ktérym charakterystyki materiatowe
sa zmienne po glgbokosci warstwy, patrz np. [84], [85], s. 51.
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a takze funkcje charakteryzujace zmian¢ odpowiednio modutéw Younga Ei i E3, wspot-

czynnikéw Poissona vi i v oraz modutéw Kirchhoffa G1 i Gs wraz z glgbokoscia:
E(2)=0,(2)E,, E(2)=04(7)Ey,
Vl(z):ﬁl(z)vlov V3(Z):ﬂ3(Z)V30, (6.5)

G, (2)=1(2)Gy, G;(z)=7,(2)Gy.
Funkcje a1(2) 1 a3(2), p1(2) i 53(2), y1(2) i y3(2) opisuja zmiane¢ po giebokosci warstwy
sztywnosci oraz wspotczynnikoOw Poissona gruntu.
Wprowadzmy rowniez parametry o, 3, y, ktore sg ilorazami stalych materialowych
W plaszczyznie z=const do statych materiatowych w kierunku osi z:
Ep

1% G
a:E—, ﬁ=ﬁ1 y:i
30 Vao Gs

(6.6)

Wzory (6.3), uwzgledniajac (6.5) i (6.6), zapiszemy w nast¢pujacej postaci:
E.(z)=Eyae (2), Ey(7)=Epa(2),
Vl(z):V30ﬂﬂl(z)! Va(z):‘/soﬁs(z)’ (6.7)

Gl(z) = E307/3(Z) , Gs(z) = G307’3(2) :

W przypadku, kiedy wspotczynniki a, S, y sa rowne 1, bedziemy mieli do czynie-
nia z osrodkiem izotropowym, w ktorym charakterystyki materialowe E i v zaleza od
zmiennej z. Jezeli funkcje a1=a1(2), az=a3(2), f1=1(2), f3=£3(2), y1=y1(2), y3=y3(2) sa sta-
tymi warto$ciami oraz a, 5, y sa rowne 1, to otrzymamy zalozenia modelu podtoza spre-
zystego Vlasova (o$rodek izotropowy, w ktorym state techniczne nie zaleza od zmiennej
x3). Uwzgledniajac zalezno$ci (6.7), zmienne parametry sprezystosci (6.2) zapiszemy
W postaci:

2., 2
aoyEy, (a%ﬂs Vo — O )

(1"‘ BB ) [2aa1ﬁ321/302 T (ﬁﬁlVSO _1)]

C:l 1

2
aoy By, (ﬂa3ﬂl +aa,fivy, )

(1 + PPy )[Zaalﬂ321/302 T (ﬂﬂlVBO _1)]

a0, 0 BB g vy,

12

(6.8)

13 — 2 21
0 — Pas vy, — 20, By vy,

_ a; Ego (ﬂﬂlv30 _1)
3 26!0{1,5321/302 + a3 (ﬂﬁlv30 _1)
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[0 70 7] =
G=—"r——"—,
2 (1 + BBVs )

W ten sposob wyrazimy parametry sprezystosci Cij w zaleznosci od statych mate-

s =730y

riatowych, wyliczonych na powierzchni rozpatrywanego osrodka gruntowego. Zmien-
no$¢ tych parametrow po glebokosci warstwy sg opisywane poprzez funkcje a1, a3, f1,

B3, 71 i y3 zalezgce od zmiennej z.
6.3 Ogolny model podloza Vlasova

Rozpatrzmy podtoze sprezyste o migzszosci H, znajdujace si¢ na warstwie niesci-
Sliwej, jak pokazano na rys.2.1 (patrz podrozdziat 2.2). Niewiadome przemieszczenia

ui=Ui(xc) punktu materialnego M(x) zapiszemy w postaci®*/

Zu.s Wi (X (6.9)

gdzie: i, k=1, 2, 3; 0=1, 2;5=1,2,3, ..., n

Przestawienie funkcji przemieszczen w postaci szeregu (6.9) pozwala sprowadzi¢
trojwymiarowe zagadnienie teorii sprezystosci do zagadnienia dwuwymiarowego. Funk-
cje przemieszczen Uis(X.), majace wymiar dhugosci, sg nieznane. Funkcje wis(X3), charak-
teryzujace zmienno$¢ przemieszczen po glgboko$ci rozpatrywanej warstwy (funkcje
aproksymujace) s3 bezwymiarowe, liniowo niezalezne i przyjmowane w zaleznosci od
zachowania rozpatrywanego osrodka gruntowego pod wptywem obcigzen zewngtrznych.
Przemieszczenia (6.9) bedziemy uwazali za dodatnie, jezeli ich kierunki beda zgodne
z dodatnimi kierunkami osiej Xk.

Odksztatcenia &ij w liniowej teorii sprezystosci wyrazajg si¢ wzorami
1
& = (Ui, +u; ) (6.10)

Podstawiajac odksztatcenia (6.10) do wzoroéw na naprezenia (6.1), otrzymamy:

L ou XL ou
Ch Z uss C12 — 2, +Cy Z — W,
1 OX, 1 OX
& O & OU,, & OU,
Oy = Clsszl Usg 8—)(: +Cp, < 8_)(22W25 + Clzszlil//ls ) (6.11)

W S au S au S
= Caszuss =+ Clsz_zl//zs + C13 il//ls )
=1

84/ Pordwnaj ze wzorem (2.1).
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S OV |, OUs
Oy :Gsz(uzs 6—)(2+8T3W3S
3 2

L Oy, OUy,
013=G3Z[u15 al/):l +i‘/’35
3

N

ou,
01, = GlZ[XI Yis +
2

s=1

ou,,

%

Vs

gdzie: Uis=Uis(Xo), wis=wis(X3).
Przy pomini¢ciu sit masowych warunki réwnowagi
Oy = 0 (6.12)
spetniono stosujac ortogonalizacje Galerkina, otrzymujac skomplikowany uktad réwnan

rozniczkowych na funkcje przemieszczen Uis 0 postaci®/:

n azul 82ul azuz 6u
2 > +a S 4 —2 4(d...—d...)=—=2-b.u. |+p, =0,
= [als 8)(12 2s 8X22 a‘lZs axlaxz ( 13s Sls) 6X1 bls 1s pl

& o’u, o’u, o°u, ou
S+a St+a.,. —= +(d...—d..)—=—-b,.u,_ |+p, =0, )
Z(aﬁs axlz 4s axzz a125 8X16X2 ( 23s 325) 6x2 25728 p2 (6 13)

ou ou
Z[_aSSVZU3s + (d135 - d31s )a_xlS + (d235 - d325 )5725 + b3su35 } —Pp;= 0,

s=1 1 2
w ktore;j:

P, =—013 (0), P, :_0-23(0)’ P; =—03 (0)’ (6.14)
a wspotczynniki wystepujace w uktadzie rownan rozniczkowych (6.13) sg zdefiniowane

nastepujaco:
H
& = Jcll(XS)Wlsz (X3)dX3 y A = IGl(X3)W132 (X3)dX3 '
0
H H
8y = le(XS)WZSZ (Xs)dxs By = _[Cll(XS)WZSZ (X3)dX3 '
0 0

H (6.15)
855 = _[Ga(xs)‘//ssz(xs)dxsv by, = _[Gs(xs)l:‘//lls(xs)]z dx;,

o

b25=I@(xs)[w'zs(xg)]zdxs, b35=Icas(xa)[w;s<x3>]2dx3,

85/ W monografii [29], s. 31-34, ukiad rownan doprowadzono do rozwigzania jednego réwnania roznicz-
kowego o trzech roznych funkcji zanikania przemieszczen: liniowej, hiperbolicznej i wyktadnicze;.
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H

Ay = j[ClZ(X3)+G1(X3)]W15(X3)l//25(X3)dX3 ,

0

Cls(xs)‘//ls (Xs)l//lss (Xs)dxs '

dlSs =

O ) T

Gs(x3)‘//35(X3)V/lls(X3)dX3 '

d3ls =

O T

Cls(xa)‘//zs(Xs)l//las(xa)dxs )

23s

o
Il
O e T

H
Ay, = IG3(X3)'//35(Xa)l//lzs(x3)dxs :
0

Uktad réwnan rozniczkowych czastkowych (6.13) w pelni opisuje prace niejed-
norodnego (wzgledem X3), poprzecznie izotropowego podtoza, przy czym podtoze rozpa-
trywane jest jako warstwa sprezysta o migzszosci H, zdolna przenosi¢ obcigzenia nor-
malne oraz styczne, dzialajace na ptaszczyzng X3=0.

Z punktu widzenia teorii spr¢zystosci, uktad rownan rézniczkowych (6.13) daje
przyblizone rozwigzanie dla niejednorodnej, poprzecznie izotropowej warstwy grunto-
wej, spoczywajacej na nieodksztatcalnej bazie. Takie rozwigzanie bedzie tym bardziej
doktadne im wigcej przyjmiemy wyrazoéw ni W szeregu (6.9). Warto zauwazy¢, ze zwiek-
szenie liczby wyrazow w szeregu (6.9) wplywa na zwigkszenia rzedu uktadu rownan roz-
niczkowych (6.13), co prowadzi do trudnosci ich rozwiazywania i okreslenia warunkow
brzegowych. Zwigkszenie doktadnos$ci obliczen mozna uzyska¢ roéwniez przy mniejszej
liczbie wyrazéw w szeregu (6.9), przyjmujac funkcje zanikania przemieszczen is(X3)
uzyskane na podstawie teoretycznych oraz doswiadczalnych badan gruntow [29], s. 24.

W zaleznosci od liczby wyrazéw ni w szeregu (6.9) oraz przyjmowanych funkcji
wis(x3), bedziemy otrzymywali r6zne modele obliczeniowe podtoza, ktore bardziej lub
mniej doktadnie opisujg zachowanie osrodka gruntowego. Propozycj¢ wyboru tych funk-

cji przedstawiono w podpunkcie 4.4,

6.4 Zmodyfikowany model podloza przy zalozeniu rozmych funkcji zanikania

w plaszczyznie z=const oraz wzdluz osi z

Otrzymany uktad rownan rézniczkowych (6.13) mozna upraszcza¢ wprowadzajac
rozmaite zalozZenia, otrzymujac tym samym rézne modele podtoza. Uproszczenia pole-

gaja na zalozeniu, ze niewiadome funkcje przemieszczen (6.9) mozna przedstawic
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w postaci jednego wyrazu szeregu (6.9), przyjeciu roznych funkcji zanikania przemiesz-
czen, zatozeniu, ze przemieszczenia poziome sg znikomo mate, itd.

W przedstawieniu przemieszczen w postaci iloczynu dwoch funkcji (6.9), przej-
miemy po jednym wyrazie w szeregach (ni=1) dla i=1, 2, 3. Przemieszczenia ui(Xx),

wtedy zapiszemy w postaci
U (%) = (%, v (%), (6.16)
w ktorej przyjeto dwie rézne funkcje zanikania w ptaszczyznie x3=0 oraz w kierunku
prostopadtym do tej ptaszczyzny:
vi(%)=v2(%)=0(2), wi(%)=w(z). (6.17)
Przedstawienie przemieszczen w postaci (6.16) oznacza sprowadzenie modelu
podtoza do jednego stopnia swobody w kierunku osi Z przy zachowaniu nieskonczonej
liczby stopni swobody w ptaszczyznie z=const. Taki uktad mozna nazwa¢ dyskretnie —
kontinualnym®®/. Funkcje ui(X,), majace wymiar jednostek dhugosci, sa poszukiwane, na-
tomiast funkcje ¢(z) i w(z), charakteryzujace rozktad przemieszczen po glebokosci roz-
patrywanej warstwy, sg bezwymiarowe i przyjmowane zgodnie z rozpatrywanym zagad-
nieniem (w przypadku warstwy spoczywajacej na podtozu niescisliwym te funkcje muszg
spelnia¢ warunki (4.27)).

WprowadZzmy nastepujgce oznaczenia:
b =u=u(x,)g(6)=u(xy)é(2).
U, =v=V(x,)é(%)=v(xy)é(z), (6.18)

= w=w(x, o () = w0, ) (2).

Uktad rownan przemieszczeniowych (6.13), przy oznaczeniach (6.18), zapiszemy

nastepujaco:
ou _ o o’v ow
a1§+a2 W+(a12 +az)%+(d13_d31)&_b1u+ p, =0,
0*v o%v o%u ow
a2§+aly+(a12 +a2)ﬁ+(d13 _dSI)E_blV_‘_ p,=0, (6.19)
—a,V’w+(d,; —dy) u +bw-p, =0,
ox oy
gdzie

%/ Przy ograniczonej liczbie wyrazow n; w przemieszczeniach (6.9), sprowadzamy trojwymiarowe zagad-
nienie teorii sprgzystosci do uktadu o n; stopni swobody w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny z=const
z zachowaniem nieskonczonej liczby stopni swobody w plaszczyznie z=const [29], s. 16.
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¢ o 9 0

Vi= o + i + Y (6.20)
Wprowadzajac operatory Lij:
2 2
L, = %w%—bu L, =azaa—;+a1:y—22—bp
22
Ly =b,—a,V*, L,=L,=a, el (6.21)
Ly = Loy =(dyy _dsl)i’ Lys = Lo :(d13 _dsl)i,
OX oy
powyzszy uktad rownan (6.19) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
Ly Ly Lsjjul | B
Ly Ly, Lg||V|+ P, [=0. (6.22)

L31 L32 Q3 W —Ps

Charakterystyki materiatowe Cjj=Cij(z) oraz Gi=Gi(z), wystepujace we wspot-
czynnikach catkowych (6.15), zdefiniowane sg wzorami (6.8). Natomiast parametry cat-

kowe, wystepujace W operatorach (6.21), zdefiniowane sg nastepujaco (poroéwnaj (6.15)):

Il
O T
®
w
—_~
N
~—"
<

N
—~~
N
S~
o
N
D
N

Il

O T

Q)
N
—_
N
~
ASY

N
—_
N
~
o
N

(6.23)

Zauwazmy, ze a1, a2, a3, a12, maja wymiar Nm?, dis, dsi — Nm?, a by, b, za§ — Nm’3,
Przy pominigciu obcigzen stycznych p1 i p2 w ptaszczyznie z=0, rozwigzanie
uktadu réwnan (6.19) mozna sprowadzi¢, stosujgc metode operatorowsg, do postaci trzech
niezaleznych rownan rézniczkowych czastkowych szostego rzgdu na poszukiwane funk-
cje przemieszczen.
Ostatecznie, rownania zmodyfikowanego modelu podtoza Vlasova zapiszemy

W nastepujacej postaci:
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kyV°u—k,V?u +k Viu—kou = inS ,
OX
KoV k VAV 4k V2 —k v = %Bpg | (6.24)

k,Vew—k,V2W+k V*w—k,w=Mp,,

w ktorej:
kozb[ZbZl k3:a1a3(a;_a12)
K = b1(2a3b1+(3a1_a12)b2 _2(d13 _dsl)z)
b 2 ’ (6.25)

222D 2 (8- a,)b 2 (8 -2, )b, — (2~ ) (d —d)’
’ 2

Vi=V¥V?E V¢ =V'Vi=ViViVe,

Operatory B i M, wystepujace w rownaniach (6.24), zdefiniowane sg nastepujaco:

B :_(ai—au)gdls —0a) o b, (dy—dy),

M:alz_zaiaﬂ V4+a12b1;3a1b1 V4+b12.

(6.26)

Rownania rézniczkowe (6.24) opisuja zalezno$¢ pomigdzy przemieszczeniami
u, Vi w a obciazeniem zewngtrznym pz dla niejednorodnej wzgledem osi z i poprzecznie
izotropowej warstwy gruntowej 0 migzszosci H, przy zatozeniu przemieszczen w postaci
(6.16).

Rownania (6.24) mozna traktowac jako czteroparametrowy model podtoza spre-
zystego o parametrach catkowych ko, ki, k2, ks.

Uogolnione sity podtuzne Ni(X,y) oraz poprzeczne Ti(X,y) wyznaczymy ze wzo-

row:

N, (x,y)= Ianz//(z)dz, N,(x,y)= Iazzl//(Z)dZ,
N3(X, Y)= IUS3W(Z)dZ ’ Tl(xl’xz) = Io'lzl//(z)dz ) (6.27)

TZ(Xl’Xz): J:.O_zsl//(z)dz’ TS(Xl’X2)= IUBI//(Z)dZ.
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Wyrazajac napr¢zenia oij poprzez przemieszczenia (6.18) oraz uwzgledniajac za-
leznosci (6.23), otrzymamy:

ou ov ou ov
Nl(x’ y)=a15+a125+d13w, NZ(X, y):a12&+a15+dlsw’

Ns(X’ Y) =a; {Z_l:(‘*‘%j"'dsw’ Tl(xi’ Xz) =8, [%+%j ' (6.28)

ow ow
Tz(xl,x2)=a55+d31v, T3(x1,x2)=a5&+d31u,

gdzie:

H

8= [Cy(2)y*(2)dz, dy=

0

Caltly (D). (629)

O ) T

6.5 Inne zmodyfikowane modele podloza

Jak wspomniano w podpunkcie (6.4), wprowadzajac rozne zatozenia, bedziemy
otrzymywali r6Zne uproszczone modele podtoza sprezystego. Wprowadzenie niektorych
uproszczen charakteryzuje sie tym, ze postacie rownan rozniczkowych (6.24) nie ulegaja
zmianie. Natomiast zmianie ulegajg jedynie parametry catkowe (6.23).

Przy nastepujacych uproszczeniach otrzymujemy:

1) w przypadku statych materialowych niezaleznych od zmiennej z oraz przemieszczen

przyjetych w postaci (6.18), parametry catkowe (6.23) wyznaczamy ze Wzorow:

(6.30)

w ktorych:
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B ok, (av302 —1)
ne (1+ ,Bv30)(v30 (B+ 2av30)—1) ’

E
C,=- A (ﬂ + aVao) Co=- By (6.31)

(1+ﬂv30)(v30 (,8+20w30)—1)’ Va (ﬁ+2av30)—l’

Es (Bva —1) aE
C. — 30 P V30 G = H__ G, =G,
2 vy, (B+2avy)-1 ! 2(1+ fvy,y) Y

2) w przypadku statych materiatowych zaleznych od zmiennej z oraz przemieszczen przy-

jetych w postaci:

u,=u

u(x, ) (%) =u(xy)y(2),
U, =v=V(x, )y (x)=v(xy)y(z), (6:32)
Uy =w=w(x, )y (%) =w(xy)y(z),

parametry catkowe (6.23) sg zdefiniowane wzorami:

ail.:

O ey T

C11(Z)‘//2(Z)dz’ Q= Jjel(z)‘//z(z)dz’

a; =

O e T

G,(2)y*(z)dz, a,= TClz(z)wz(z)dz,
i (6.33)

C33(z)[z//'(z)]2 dz,

G,(2)[w'(z)] dz, b,=

K=y
O T
O e T

d,= IC13(Z)W(Z)W'(Z)dZ , dy= ng(z)w(z)y/‘(z)dz,

gdzie Cij(z) oraz Gi(z) i Gs(z) podano wzorami (6.8);
3) w przypadku statych materialowych niezaleznych od zmiennej z oraz przemieszczen

przyjetych w (6.32), parametry catkowe (6.23) zapiszemy nast¢pujaco:

H H
a1:cl1J-‘//2(Z)dZ, aZZGlJ-l//Z(Z)dZ,
0 0

H H
aS:stwz(z)dz, aiZ:CHJ'z//Z(z)dz,
i ’ (6.34)

H

G, [[w'(2)] az, bszcssT[://'(z)]zdz,

0 0

b,
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gdzie stale materialowe Cjj oraz Gi1 i G3 sg zdefiniowane wzorami (6.31).

Przy przyjetych powyzej zalozeniach, bedziemy otrzymywali trojwymiarowe mo-
dele podtoza sprezystego o postaci (6.24) w ktoérych zmianie ulegajg jedynie parametry
catkowe (6.23).

6.6 Dwuparametrowy zmodyfikowany model podloza Vlasova

W monografii [29], s. 55, przedstawiono przestrzenny model podtoza, ktéry Vla-
sov 1 Leontiev nazwali modelem podioza sprezystego o dwoch parametrach. W tym pod-
punkcie przedstawimy analogiczny model zmodyfikowanego podtoza o dwoch parame-
trach catkowych ki i ko.

Przemieszczenia przyjmiemy w postaci:

u=0, u,=0, u;=w=w(xy)w(z). (6.35)

Uktad rownan (6.19) bedzie sktadat sie tylko z jednego rownania (6.19)3, ktore po

uproszczeniach zapiszemy nastepujaco
K,V’W—kw=—p,, (6.36)

gdzie:

k, =

Oy T

Cy (2)[v'(2)] dz, kZ:J:GS(z)z//Z(z)dz. (6.37)

Otrzymany zmodyfikowany model podtoza (6.36) rozni si¢ od modelu Vlasova
(2.8) tym, ze charakterystyki materiatowe Cs3 i G3 sg funkcjami zmiennej z. W celu wy-
znaczenia parametrow calkowych (6.37) nalezy przyjac funkcje zanikania przemieszczen
w(z). Zaktadajac, ze charakterystyki materialowe sg niezalezne od zmiennej z, otrzymamy
model podioza Vlasova (2.8). Zmodyfikowany model (6.36), jak to pokazano ponizej,
W odroznieniu od modelu Vlasova, pozwala takze na rozpatrywanie uktadu warstw
0 zmiennej sztywnosci po glteboko$ci warstwy (skokowo lub w sposob ciagly). Zeby roz-
patrywac taki uktad warstw, trzeba opisa¢ zmiang charakterystyk materialowych po gle-

bokosci warstwy (patrz podpunkt 7.4).
6.7 Osiowosymetryczny model zmodyfikowanego podloza Vlasova

W przypadku ciat obcigzonych osiowosymetrycznie, wektor przemieszczen wy-
raza si¢ nastepujaco

u=u(u,,0u,). (6.38)
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Przemieszczenie ur i U; przyjmiemy w postaci:

u, =u(r)g(z), u,=w(r)y(z). (6.39)
Zaktadajac, ze rozpatrywany osrodek gruntowy jest niejednorodny oraz po-

przecznie izotropowy, naprezenia gij, wyrazone poprzez przemieszczenia (6.39), zapi-

szemy nastepujaco:

ou u oy
=Cp—+CLp—+C Ww—,
Oy 1 or 129 ; P

Opp = C11¢% +Cp Z_l: + Clewa_l//

oz
; ; (6.40)
/8 u u
=C W—+C b —+— |,
O-zz 33 az 13¢(6r r}
ow 0
o :C44V/§+C44Ua—f, Urq):o, Uzq):O.

Rownania rownowagi (6.12) spetniono, stosujac ortogonalizacje Galerkina, otrzy-

mujac nastepujacy uktad rownan rézniczkowych na poszukiwane funkcje przemieszczen

uiw:

d?2 1d 1 dw
%[W#a?‘%j“*(d”‘dﬂ)rp1=°’

(6.41)

blzst(z)[(/ﬁ'(z)sz, b2=IC33(z)[x//'(z)]2dz, (6.42)

a charakterystyki materiatowe Cu1, Css, C13, G wyrazaja si¢ wzorami (6.8).

Uktad rownan (6.41) mozna zapisa¢ w postaci operatorowe;j

{a1|-11u +L,w+p, =0,

4
I-21u + L22W_ P; = 0, (6 3)

gdzie operatory Li1, L1z, Lo1 i L2z zdefiniowano nastepujgco:
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, (6.44)
L21:(d13_d31)(%+1j’ I—zzzaz(d _li &j

r dr’ rdr a,

W tym przypadku, ze wzgledu na to, ze operatory (6.44) nie sg przemienne, nie
mozemy skorzysta¢ z metody operatorowej w celu rozseparowania uktadu (6.41). Jest to
mozliwe kosztem zawyzenia rzedu rownania na funkcje w(r).

W przypadku os$rodka jednorodnego (charakterystyki materialowe nie zaleza od
zmiennej z), posta¢ uktadu rownan rézniczkowych (6.41) nie zmienia sie.

Uogolnione sity podtuzne i poprzeczne, wystepujace w podtozu sprezystym, zde-

finiujemy nastepujaco®’/:

.[o-""” a12 u(r)+a,w(r)+ayuu'(r),
(6.45)
J.Gﬂ'// )dz =dyu(r)+a,w(r),
gdzie:
A, TC12(2)¢(Z)W(Z)dZ’ 821=T011(Z)¢(Z)l//(2)dz,
0 0 (6.46)

Zauwazmy, ze w przypadku, kiedy diz=d31, uktad rownan rézniczkowych (6.41)
rozseparowuje si¢ na dwa niezalezne rownania drugiego rzedu o postaci®®/:

d> 1d 1 b
- 4= _ = 1 =0,
ai(derrrdr r? aJUerl
, (6.47)
d—z—liJr& w-p,=0.
dr® rdr a,

Podsumowujac, ogélny model podtoza sprezystego (6.24), otrzymany przy zato-
zeniu, ze wektor przemieszczen ma wszystkie sktadowe rézne od zera, oraz zakladajac
w ogdlnym przypadku, ze podtoze jest niejednorodne i poprzecznie izotropowe, jest Opi-

sany odpowiednio rownaniami (6.24) i (6.41). Wprowadzajac zatozenia, ze oSrodek jest

87/ Uogolnione sity wewnetrzne zdefiniowano analogicznie jak w monografii [29].
88/ Taki przypadek wystepuje wtedy, gdy rozpatrujemy jednorodna warstwe izotropowa, zaktadajac, ze
v=V4 (przypadek 1=u).
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jednorodny i izotropowy oraz wektor przemieszczenia ma niezerowa tylko sktadowa pio-
nowa, z uktadu rownan rézniczkowych (6.19) i (6.41) otrzymamy réwnania modelu Vla-
sova.

Zawyzenie rzedu rownania rozniczkowego na poszukiwane przemieszczenia do-
prowadza do trudnosci uzyskania analitycznego rozwigzania zagadnienia obrotowo-Sy-

metrycznego. Jednak w takim przypadku mozna uzyska¢ rozwigzanie metodami nume-

rycznymi.
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7. WERYFIKACJA ZMODYFIKOWANEGO MODELU PODLOZA
7.1 Cel rozdzialu

W tym rozdziale wykonano weryfikacje zmodyfikowanego modelu podtoza spre-
zystego. W tym przypadku, jak i w Rozdziale 5, jako benchmark przyj¢to rozwigzanie
Sciste teorii sprezystosci, ktore porownano z wynikami uzyskanymi wedlug zmodyfiko-
wanego modelu dla warstwy poddanej rownomiernemu obcigzeniu w ksztalcie kota oraz
kwadratu. W celu aproksymacji przemieszczen po glebokosci warstwy zastosowano

funkcje zanikania, przedstawione w podpunkcie 4.4.
7.2 Jednorodna i izotropowa warstwa gruntowa

Poréwnanie zmodyfikowanego modelu podloza oraz modelu Vlasova, a takze

rozwigzan $cistych teorii sprezysto$ci przedstawimy dla zagadnien przedstawionych

w podpunktach 3.2.3 i 3.3.2.
7.2.1 Obciazenie w ksztalcie prostokata

W podpunkcie 5.3 przedstawiono zagadnienie obcigzenia warstwy w ksztalcie
prostokata wedlug modelu podtoza Vlasova. Nizej podamy rozwigzanie analogicznego
przypadku obciazenia warstwy wedhug zmodyfikowanego modelu podtoza, przyjmujac,
ze parametry materialowe s3 niezalezne od zmiennej z.

Przemieszczenia dane sag wzorami (patrz podrozdziat 6.5):
u=u(x, )y () =u(x )y (2).
v=v(x, )y (%)=v(xy)w(2), (7.1)

w=w(x, (%) = w(x y)u (2).
Dla jednorodnego osrodka izotropowego state materialowe zapiszemy nastepu-
jaco (patrz Zatacznik 2, pkt.7):
(1-v)E Ev

C=Cq = Tev)i-2)' C,=Cy= Trv)a-20)’ (7.2)

Uktad réwnan przemieszczeniowych, przy pominigciu obcigzen stycznych do

plaszczyzny z=0, zapiszemy w postaci

113



ou o o’V oW
% gy e gy (e da) b =0
o°v o*v o%u oW
a, ox2 +a, 8y2 +a, oxdy +(d13 _d3l)a_blvz 0, (7.3)

ou ov
—a,Vw+(d,; — dSl)[&+ 5] +b,w-p, =0,
w ktorej parametry catkowe, wystepujace w rownaniu (7.3) sg podane wzorami (porow-

naj wzory (6.34)):

(7.4)

W tym przypadku p6jdziemy nieco inng droga niz zaproponowana W podpunkcie
6.4, gdzie uktad rownan przemieszczeniowych metodg operatorowa doprowadziliSmy do
trzech niezaleznych rownan na poszukiwane przemieszczenia (6.24). Natomiast do

uktadu (7.3) zastosujemy ogodlng transformate catkowa Fouriera, zdefiniowang wzorem

00 00

g _ 1 i(sx+ty)
f(s,t)_z_jw_jwf(x,y)e Vdxdy , (7.5)
1jej odwrotno$¢
_ 1 77¢ —i(sx+ty)
f(x, y)_ZJ. _[ f(st)e"™¥dsdt. (7.6)

—00 —00

W wyniku uktad réwnan (7.3), w przestrzeni transformat s i t, zapiszemy nastepujaco

—(s%a, +t%a, +b; )T -a,stV—i(d,, —d; )sW=0,
—(s*a, +t°a, +b, ) V—a,std—i(d,, —d; )t W=0, (7.7)
[(5°+17)ag +by |[W—i(dy —dy, ) (sU+9)— p, = 0.
Rozwigzanie uktadu rownan algebraicznych (7.7) zapiszemy w postaci:
N 2pi f, 3 2pi f, ) 2pf,
0=-——s, V== , W= (7.8)

7Z't( fuz + f~u3) ﬂ'S( fVZ + f~V3 + fNVA) 7Z'St( f~W2 + f~W3 + f~W4) '
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gdzie:
f, =(dy—d, [a,_,s +(a,—a,)t +bl]sm as)sin(bt),

+b) 2]
fu3:[a252+(a1—a12)t2+b1][(a15 +a,t’ +b (aS(s +t)+ )—(dlg—dsl)zsz]

f,, =(dyy—dy )[ (8, —a,)s” +a,t’ +b |sin(as)sin(bt),

f,, =t*[(a,—a,)s" +at’ +b1J[a12 (a,5 (s*+1%)
)

f, =t*] 2 (8~ (dha—da, )"+ (3 (ass™ b ) + by )+ acals” ~aals? alags? |,

fv3 :Sztzbl[asb1+(a1+a2)b3 _(dl3 —d31)1+a5 (a12 +a2a1+a22 _a122)54 +
“t? [Za1(a5b1_(d13 31) )+a12( ( d31)2_aizb3)+afb3+2a2a5b1+a22b3:|v

f, =(a.s7 )| s° (a2, (0~ )*) + s +B, [+ a3,ad”,

fuy :|:(a1+a2)b1(sz +t2)+a1azs4+(af +a; —afz)szt2 +a,a,t* +bf]sin(as)sin(bt),
sz =t [aZ (aSbl_(dls_d31)2)+ai(az (assz+b3)+a5bl)+a5afsz—a5afzsz+a§a552},

fw3 :tzbl[asb1+(a1+az)b3_(d13 31) }"as(al +a,a +a, _a12)
Zsz[zai(asbl_(dls 31) )+a12( ( 13 d31)2_a12b3)+a12b3+23-2a5b1+a22b3]

=(a,s’ +bl)[32(a5bl+a1b3—(dl3 dy, )’ )+a1ass +bb, }+ala2a5t

W celu wyznaczenia wspotczynnikow catkowych (7.4) nalezy zada¢ funkcje za-
nikania przemieszczen y(z). Wprowadzajac uktad wspotrzednych bezwymiarowych

o T H
x=¢%a, y=nb, z=Jda, s=—, t=—, A=—, b=xa, 7.9
ga, y=ng ¢ " . " (7.9)
ponizej zapiszemy wyrazenia na transformaty przemieszczen warstwy obcigzonej na
kwadracie dla funkcji zanikania w(z) przyjetej w postaci (4.26)12 i (4.29).

W przypadku y(z) przyjetej w postaci liniowej funkcji (4.26)1, otrzymujemy:
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1) dla v=0
72ia’pA*sin(o)sin(r)
2

a:_ﬂEr[lz(az +72)(84% (0 +7 )+51)+72}

_ 72ia’pA*sin(o)sin(7)
ﬁEa[12(02+72)(8/12(0_2+1 )+51)+72} (7.10)

_ 48a’pasin(o)sin(r)(24° (o +77)+3)
W= ]
7[E0‘T[/12 (0% +2%)(84% (0 +72)+51)+ 72}

2) dlav=Va
_ 15a’pAsin(o)sin(r
(o)sin(z) - .10

1=0. v=0, W_EEGT(12(0'2+TZ)+9)

W przypadku y(z) przyjetej w postaci hiperbolicznej funkcji (4.26)2, transformaty

przemieszczen zapiszemy nast¢pujaco:

1) dla v=0
34 F 3. f 3. &
g-—_—%8pt o __8ph 5 8apg (7.12)
8Em’(f2+f3) nEo f2+f3) 7Eot(§, +0s)
gdzie:
f,=ie" " sin(o)sin(r),

f,= —[(2+02 +rz)(l+ 2((72 +z'2))+4/1(1—(02 +rz)2)coth(ﬂ)Jcsch2 (4),

1+o° +1° )2 —A? (2—(0‘2 +7° ))(1—2(0‘2 +7° ))CSCh4 (/1) ,

f,=—2(

ot (7.13)
- h (’1)[2/1(1_2((;2+72))+(1+2(02+12))sinh(2/1)}sin(6)ln( ),
q, [(2+02+r2)(1+2(02+12))+4/I(1—(02+r2)2)coth(i)}csch (4),

0, = —2(1+ o’ +1° )2 - A° [2—(0‘2 +7° )][1—2(0‘2 +7° )}CSCh4 (/1);

2) dlav="4
=0, v=0,
(7.14)

e 10a°psin(o)sin(7)
7ZEO'T|:(O'2+T +3)Coth (4)- /1(0' +7°

~3)csch? (/1)] '
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W przypadku w(z) przyjetej w postaci (4.29), w celu wyznaczenia parametroOw
calkowych (7.4) nalezy stosowac catkowanie numeryczne. Transformaty przemieszczen
zapiszemy nastgpujaco:

1) dla v=0 oraz 1=1

3,37ia*pe <7 (3, 29+ 0%+ 12 )sin o)sin(r)
Er[o®+7°+3559+33,52: +10,197" + o (10,19+37° ) + 0 (33,52+ 20,387” + 37" |

i=-

3,37ia’pe "7 (3,29+ 0 + 7% )sin(o)sin(z)

V=—
Ea[ae +7°%+35,59+33,5772 +10,19¢* + &* (10,19 +312)+0'2 (33, 52+ 20,3872 + 374)] (7.15)
 a’pe [ 22,414 4,140" + 20,4477 + 4,143r" + 07 (20,44+8,28° ) Jsin (o )sin (7)
W=
Ear[35,59+a6 +7°+33,5277 +10,197* + 5 (10,19+ 377 ) + 5 (33,52 + 20,387 +3r4)J
2) dla v=0 oraz A=5
B 0,55ia*pe """ (0,44+ o’ + rz)sin (o)sin(7)
U=-— ’
Er[0,08+ o°+7°+0,5872 +1,32¢* + o (1,32+ 377 ) + 02 (0,58 + 2,647 +3r4)]
N 0,55ia’pe“"7(0,44+ o + % )sin (o)sin (z)
V=-— ]
Eo [o, 08+0° +7° +0,587% +1,32¢" + o* (1,32+ 37 ) + o (0,58 + 2,647 +3r“)] (7.16)
_ @’pe[0,16+1,680" +111¢” +1,687" + 0 (111+3,357%) [sin(o)sin(r) .
W: )

Eor[0,08+0° +7°+0,58r° +1,32¢* + 0 (1,32+37° ) + 0° (0,58+ 2,647 +37* )|
3) dla v=" oraz =1
ua=0, v=0,
a’pe77)[13,48+4,670" +18,31¢" +4,67¢" + 0 (18,31+9,337°) [sin (o )sin(z) . (7.17)
Eor|25,5+0° +7°+37,54r° +12,75¢* + 0* (12,75+ 37 ) + 0 (37,54+ 25,517 + 37" |

W=

4) dla v=Y4 oraz =5
i=0, V=0,
a’pe "7 0,08+1,850" +0,877° +1,85¢* + o (0,87+3,697° ) [sin()sin(z)  (7.18)

W= .
Em(o, 04+0° +7°+0,547 +1,53¢" + 0 (1,53+ 3¢ ) + o7 (0,54 + 3,067 +3T4))

W przypadku v=Y4 i v=Y transformaty przemieszczen poziomych sa rowne zeru,
natomiast transformata przemieszczen pionowych jest rowna zeru tylko dla v=".

Caltkowanie numeryczne transformat przemieszczen (7.10)-(7.18) zostato wyko-
nane w programie Wolfram Mathematica 13. Sktadnia NIntegrate jest nastgpujaca:

NIntegrate[w,{o,-0,0},{7,-0,00},Method—"GaussKronrodRule",MaxRecursion— 100].
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Na rys.7.1-7.6 przedstawiono wykresy przemieszczen G(&,0,0), W(£,0,0) dla
warstwy obcigzonej w ksztatcie kwadratu. Na ponizszych rysunkach wprowadzono na-
stepujace oznaczenia®y/:

1) W, — przemieszczenie wedtug teorii sprezystosci (patrz podpunkt 3.1.3);

2) W,,U, — przemieszczenie wedtug zmodyfikowanego modelu dla przyjetej liniowej
funkcji zanikania (4.26)1;

3) W,, U, — przemieszczenie wedlug zmodyfikowanego modelu dla przyjetej hiperbolicz-
nej funkcji zanikania (4.26)3;

4) W,,U, — przemieszczenie wedtug zmodyfikowanego modelu dla przyjetej funkcji za-

nikania (4.29).

T

— vy
s
W
— i
0.5 1.0 13 2.0 23 G0 ¢ 1234 raii
Rys.7.1. Wykres W(¢,0,0) dlav=0, k=1, 1=1. Rys.7.2. Wykres W(¢,0,0) dla v=0, k=1, A=5.

— W

"1‘2

1 2 3 4

Rys.7.3. Wykres W(¢&,0,0) dlav=", k=1, A=1. Rys.7.4. Wykres W(¢&,0,0) dla v=", k=1, 2=5.

89/ Oznaczenia dotyczg rys.7.1-7.6 i rys.7.19-7.20.
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o — ramrveti £
0.5 1.0 L5 2.0 2.5 3.0 i
\ /
3 g —0.05t
-0.05r A
_— ”2
s —o.10t —
-0.10} X
» Uz
Yoo _orst )
J‘;‘4
-0.15F
Rys.7.5. Wykres ((£,0,0) dlav=0, x=1, i=1. Rys.7.6. Wykres G(¢,0,0) dla v=0, k=1, A=5.

Jak wynika z rys.7.1-7.6, w przypadku A=1, przemieszczenia, obliczone dla roz-
nych funkcji zanikania, praktycznie si¢ nie r6znig. Jednak dla A=5, wartosci przemiesz-
czen znacznie zalezg od przyjetej funkcji aproksymujacej przemieszczenia po glebokosci
warstwy.

Na rys.7.7-7.8 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W(¢,0,0) dla

przyjetej liniowej funkcji zanikania w(z) w postaci (4.26):1. Na ponizszych rysunkach
70/

wprowadzono nast¢pujace oznaczenia
1) W, — przemieszczenie warstwy wedlug teorii sprezystosci (patrz podpunkt 3.1.3);

2) W, — przemieszczenie warstwy wedtug zmodyfikowanego modelu (7.3);

3) W, — przemieszczenie warstwy wedtug modelu Vlasova (2.8).

_1'1'1. 20_ —1;'f
0.8F T o
\ "2 1.5} :
0.6} \ s s
1L.OE
041
02} 0.0 .
—)-F—rr.—r—__——_“‘- 7\—\
o —— e i : : — £
0.3 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1 2 3 4 3
Rys.7.7. Wykres W(¢,0,0) dlav=0, k=1, 1=1. Rys.7.8. Wykres W(¢,0,0) dla v=0, k=1, A=5.

Na rys.7.9-7.10 przedstawiono wykresy przemieszczeh pionowych W(¢,0,0) dla

przyjetej hiperbolicznej funkcji zanikania y(z) w postaci (4.26)s.

0/ Oznaczenia dotyczg rys.7.7-7.18 i rys.7.21-7.26.
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W

0.8F =0 W,
N
o6k \ w3
0.4r
0.21
—
L I_| L b b T ey I_| PR 5{‘ L 1 E I_
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1 2 3 4 3

Rys.7.9. Wykres W(¢,0,0) dlav=0, k=1, =1.

przyjetej funkcji zanikania y(z) w postaci (4.29).

£

Rys.7.10. Wykres W(&,0,0) dla v=0, k=1, 2=5.

Narys.7.11-7.12 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W(&,0,0) dla

w3

Wj

£

W 15
— Wy 2.0¢ — Wy
0.8F =0 W, N
N\ 1.5}
0.6¢ w3 »
Lo}
0.4f
0.5}
0.2f
\.--"--—.-.———_——_‘k
I_ 1 L 1 I_ 1 sf‘ 1 1 L 1 l
0.5 o 15 20 25 30 1 2 3 4 5

Rys.7.11. Wykres W(¢&,0,0) dla v=0, x=1, 1=1.

Rys.7.12. Wykres W(¢&,0,0) dla v=0, k=1, 1=5.

Jak wynika z rys.7.7-7.12, maksymalne przemieszczenia pionowe, obliczone we-

dtug zmodyfikowanego modelu podioza, sg wicksze od przemieszczen, otrzymanych we-

dlug teorii sprezystosci oraz modelu Vlasova dla A=1. Ze zwiekszeniem 4 wzrasta r6znica

pomiedzy przemieszczeniem wedlug teorii sprezystosci a zmodyfikowanym modelem

podioza. Jednak uwzglednienie wszystkich trzech niezerowych skladowych wektora

przemieszczenia pozwala otrzymac¢ wyniki bardziej zblizone do rozwigzania scistego teo-

rii sprezystosci niz wedtug modelu podtoza Vlasova. W przypadku v="4 przemieszczenia

poziome sg rOwne zeru — otrzymujemy zatozenia modelu podtoza Vlasova.

Na rys.7.13-7.14 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W(O, 0, O,V) od v dla przyjetej liniowej funkcji zanikania y({) w postaci

(4.26)1.
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0.5
-- i;'; — 1';'3 - ‘."‘1
0.1 0.2 0.3 04 05 0.1 0.2 0.3 0.4 05
Rys.7.13. Wykres W(0,0,0,v) dlax=1, 2=1. Rys.7.14. Wykres W(0,0,0,v) dla x=1, 2=5.

Na rys.7.15-7.16 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W(0,0,0,v) od v dla przyjetej hiperbolicznej funkcji zanikania w(()

w postaci (4.26).

v W
1 200
[ ERRREE T L5}
0.6 —
i 1o}
0.4 I
ook 0.5
- 'Hj — 1;'2 1‘;'3 [ == ﬁ‘] B 1.;‘2 1.;‘3
Tor oz a3 o4 o5 0T 0.1 0.2 0.3 0.4 05 "
Rys.7.15. Wykres W(0,0,0,v) dlax=1, i=1. Rys.7.16. Wykres W(0,0,0,v) dla x=1, 2=5.

Na rys.7.17-7.18 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W(0,0,0,v) od v dla przyjetej funkcji y(¢) w postaci (4.29).

it w
2.0; _______
a_gmx.. --------- -- N
-------- I.Jj
0.6 _*”_‘—‘-‘—-—-_
1ok
0.4r [
0.2r 03
== ";‘3 —_ 1';‘2 1.;‘3 mms ﬁ‘f
IO.IJI - IG.I2I T ‘O‘ISI - IO.‘4I - IO.'J'I g - O.Ij U.IZ 0.‘3 0:4 0.5 g
Rys.7.17. Wykres W(0,0,0,v) dlax=1, 2=1. Rys.7.18. Wykres W(0,0,0,v) dla x=1, 2=5.

Jak wynika z rys.7.13-7.18, maksymalne przemieszczenia pionowe, otrzymane

wedhug zmodyfikowanego modelu podtoza, sg wigksze od przemieszczen, otrzymanych
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wedtug klasycznego modelu Vlasova. W przypadku, kiedy v="4, zmodyfikowany model
upraszcza si¢ do modelu Vlasova. Charakterystyczng cechg zmodyfikowanego modelu
podtoza jest rownos$¢ zeru przemieszczen pionowych dla v=>"2, w przeciwienstwie od roz-
wigzania §cistego teorii sprezystosci.

Na rys.7.19-7.20 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-
czen poziomych l](l,0,0,V) od v, sporzadzone dla przyjetych funkcji w({) w postaci
(4.26)1, (4.26)2 i (4.29)"Y/.

i u

0.15} 0.2k

0.10} _
0.1F

0.05} : ;
L L L L 1 ¥ r ) ) /\‘ )
0.1 027 02 04 05 M Y YR Y
-0.05¢ p F

——iQ

- [ — ﬁg
_0.10_/ J"f} *0.}: ;’;13

-0.15F Uy [ i
-0.2-

Rys.7.19. Wykres ((1,0,0,v) dlax=1, A=1. Rys.7.20. Wykres ((1,0,0,v) dlax=1, 2=5.

Z rys.7.19-7.20 wynika, ze maksymalne przemieszczenia poziome dla v=Y4 zmie-
niajg znak z ujemnych na dodatnie. Najwigksze (ujemne lub dodatnie) wartosci prze-
mieszczen poziomych uzyskuje si¢ dla hiperbolicznej funkcji zanikania (4.26)>.

Na rys.7.21-7.22 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-
czen poziomych W(0,0,0,4) od 4, sporzadzone dla przyjetej liniowej funkcji zanikania

w({) w postaci (4.26)1"%/.

w W

1.5 1.5k
10 1.0
0.5F 0.5k
o .."‘,] 1;.2 Ws — l"l'; W, W;
: : ' : = 2 T
2 4 5 8 10 2 4 5 g 10
Rys.7.21. Wykres W(0,0,0,4) dla x=1, v=0. Rys.7.22. Wykres W(0,0,0,4) dla k=1, v=V4.

"1/ Oznaczenia krzywych patrz odno$nik nr 69, s. 118.
2/ Oznaczenia patrz odno$nik nr 70, s. 119.
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Z rys.7.21-7.22 wynika, ze wraz ze wzrostem migzszosci warstwy, w przypadku
liniowej funkcji zanikania, przemieszczenia pionowe daza do zera. Taki wynik jest nie-
zgodny z rozwigzaniem $cistym teorii sprezystosci oraz intuicja inzynierska.

Na rys.7.23-7.24 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-

czen pionowych W(O, 0,0, /1) od A, sporzadzone dla przyjetej hiperbolicznej funkcji zani-
kania w(0) w postaci (4.26)2"%/.

W w
1.5F
1.5r

1.0 1.0

0.5 0.5F
_ 'Hj 112 'Il_q e “; 1;'2 1;‘3

] T .

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Rys.7.23. Wykres W(0,0,0,4) dla x=1, v=0. Rys.7.24. Wykres W(0,0,0,4) dla k=1, v=V4.

Na rys.7.25-7.26 przedstawiono wykresy zaleznosci maksymalnych przemiesz-
czen pionowych W(0,0,0,1) od 4, sporzadzone dla przyjetej funkcji zanikania () w po-
staci (4.29) 74/.

w W

1.5+
1.0
0.5k QJ}
_— 'i’i'j 1’1‘2 'H_z [ _— 1;‘] 1;'2 1]‘3
: : : : o . : : : =3
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Rys.7.25. Wykres W(0,0,0,4) dla k=1, v=0. Rys.7.26. Wykres W(0,0,0,4) dla k=1, v=V4.

Jak wynika z rys.7.23-7.26, przemieszczenia pionowe dla matych wartosci 4,
otrzymane wedlug zmodyfikowanego modelu, sg zblizone do przemieszczen, otrzyma-
nych wedtug teorii sprezystosci. Ze zwigkszeniem migzszosci warstwy powstaje znaczny
btad wedlug zmodyfikowanego modelu podtoza. Dla hiperbolicznej funkcji zanikania

(4.26), oraz funkcji (4.29), przemieszczenia pionowe stabilizujg si¢ dla A > 4 przyjmujac

3/ Oznaczenia patrz odno$nik nr 70, s. 119.
4/ Tamze, s. 119.

123



maksymalne warto$ci odpowiednio 1,336 (dla v=0) oraz 1,173 (dla v=%). Natomiast
przemieszczenia pionowe warstwy wedtug teorii sprezystosci asymptotycznie rosng do
wartosci 2,244 (dla v=0) oraz 2,104 (dla v=Y4).

Podsumowujac, zmodyfikowany model podioza, w odroznieniu od rozwigzania
Scistego teorii sprezystosci, charakteryzuje si¢ tym, ze przemieszczenia (zardwno po-
ziome, jak i pionowe) sg rowne zeru dla wspotczynnika Poissona v=Y5. W przypadku
rozwigzania $cistego wedlug teorii sprezystosci, przemieszczenia pionowe sg rézne od
zera dla v="%, a wedlug zmodyfikowanego modelu sg rowne zeru (rys.7.13-7.18). Dla
v=Va, przemieszczenia poziome wedlug zmodyfikowanego modelu podioza sa rowne

zeru (rys.7.19-7.20). W tym przypadku otrzymujemy model podtoza Vlasova.
7.2.2 Obciazenie w ksztalcie kola

Rozpatrzmy zagadnienie obcigzenia warstwy na powierzchni w ksztatcie kota
0 promieniu a (rys.5.1). W przypadku osrodka izotropowego, przy pomini¢ciu obcigzen
stycznych, zaktadajac, ze parametry materialowe sg niezalezne od zmiennej z oraz przyj-
mujac

#(z)=vy(2), (7.19)

parametry catkowe (6.42) zapiszemy nast¢pujaco:

H H
aizcnj.‘//z(z)dz, aZZGSJ.l/IZ(Z)dZ,
0 0

b=G,[[w'(z)] dz, b,=Cy[[w(z)] az, (7.20)

gdzie:
_ E(1-v) B Ev
Cu = 1+v)(1-2v)’ Cia = (1+v)(1-2v)’
. . (7.21)
14
“ )’ 2T T 20y

Dla v="Y uktad rownan ro6zniczkowych (6.41) rozseparowuje si¢ na dwa nieza-
lezne rdwnania na poszukiwane przemieszczenia U oraz W ktdre zapiszemy nastgpujaco

(patrz podrozdziat 6.7):
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dla0<r<a

r r
(7.22)
W' (r) W'r(r)—%zw,(r)_—sp,
dlar>a
u,,"(r)+u”’r(r)—(r—lz+52ju,, (r)=0,
(7.23)
W||" (r)+ S r(r) _952W|| (I’) =0,
gdzie:
2_ DB
0" =—,
2 (7.24)

Parametry catkowe (6.46) i (7.20) w przypadku jednorodnego osrodka izotropo-

WEJ0 Wynosza:
1 1
azzéai’ 312=§a1’ 8, =8, a&5;=0d;, b,=3b. (7.25)

Uogolnione sity podtuzne 1 poprzeczne, wystgpujace w podtozu sprezystym, za-

pisujemy nastg¢pujacymi wzorami:

H

11(0)= [ (282 =a] Lu, (1) 0 (1) [+ g, (1)

0

H

T, (r)= Ia””z//(z)dz :al[B_lru” (r)+u”'(r)}+dmwII (r),

0

(7.26)

H

S,(r)= J'arzlz//(z)dz =d,.u, (r)+%w,' (r),
0
i a,
S, (r)= Ian“y/(z)dz =du, (r)+§wII (r).
0
Rozwigzanie réwnan rozniczkowych (7.22) zapiszemy w postaci:
u (r)=C,1,(ré6)+C,K,(ré), u,(r)=DK,(ré)+D,l,(rs),

(7.27)

w, (r)= 3;52 +C,1,(3r8)+C,K, (3r5).
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Warunki brzegowe i warunki cigglosci w przypadku warstwy obcigzonej obro-
towo-symetrycznie sg nastgpujace:

u||r:0:0’ u|||,_m:0, W||| =0

r—o !

(7.28)

W||r:a :Wll|r:a’ u|| S|| =S

r=a I |r:a !

T

e =il o e =Tila-

Uwzgledniajac, ze W(0) przyjmuje wartos¢ skonczona, a takze warunek brzegowy
(7.28)1, state C2 i C4 muszg by¢ roéwne zeru. Natomiast z warunkow (7.28)34 wynika, ze
state D2 i D4 tez muszg by¢ rowne zeru. W wyniku, po uwzglednieniu warunkow (7.28)1
oraz (7.28)3 4, funkcje przemieszczen (7.27) zapiszemy nastgpujaco:

u, (r)=C,1,(ré), u,(r)=DK,(rd),

(7.29)
w, (r) = %wslo (3r8), W, (r)=DyK,(3r5).

Podstawiajac przemieszczenia (7.29) do wzorow (7.26) otrzymamy:

d 2
(1) 35 ~Ca| 21, (19) 01, (19) [+ 8,1 (2r9),

(7.30)

T,(r)=d DK, (3r5)—a1D1{5K0 (rK)+2K;—(rr5)} |

S,(r)=aC;51,(3r5)+d,,C,l, (rs),
S, (r)=Dd,K, (r6)-a,D,0K, (3r5).
Uwzgledniajac pozostate warunki (7.28), wyznaczymy state catkowania:

a a|
C=0, €= FK,(35), D=0, D= F1(3). (73

Ostatecznie, wyrazenia na przemieszczenia zapiszemy w postaci:
u,(r)=0, u,(r)=0,

_ p(1-3a0) (7.32)

w, () Y K, (3a5) 1, (3r5),w, (r)= % 1, (35K, (3r5).

Jak wida¢, przemieszczenia poziome dla v=" wynoszg zero. Analogiczne rezul-
taty otrzymali$my dla transformat przemieszczen warstwy obcigzonej na powierzchni
w ksztalcie prostokata dla v=Y (patrz podrozdziat 7.2.1, wzory (7.11)12 i (7.14)1,2).
Uwzgledniajac powyzsze wyniki mozemy wywnioskowac, ze w przypadku v="4 wektor

przemieszczenia u ma tylko jedna niezerowa sktadowa pionowa Ww.
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Przyjmujac funkcje zanikania przemieszczen W postaci (4.26)1 i (4.26)2, z zalez-
nosci (7.20) wyznaczymy parametr catkowy ai, a nast¢pnie przemieszczenia Wi(r) i wy(r).

Przechodzac na uktad wspotrzednych bezwymiarowych:

p=t, c=% 2= (7.33)
a a a

otrzymamy nast¢pujace wyrazenia na przemieszczenia pionowe:

1) dla liniowej funkcji zanikania przemieszczen, przyjetej w postaci (4.26)1

W (p) =2 (), Wy (p)=2W(p), (7.34)

W (p) =g{ﬁ—3Kl (%) I, (%’Oﬂ W, (p)= g |1G] K, (37”]; (7.35)

2) dla hiperbolicznej funkcji zanikania przemieszczen, przyjetej w postaci (4.26)2

_Ay
E

gdzie:

W () =2 (), Wy (p)=2W(p), (7.36)

gdzie:

5\/a_1|:\/2_2—J§(2/1+sinh(2/1))Kl(ﬁ\/a_l)olfl(;l;30{2’02)}

W (p) = 6[ cosh () + Acsch (/1)]2 |

50, (2 )sinh” (1) K, (fBey o)

W (p)= sinh (24)— 24

(7.37)

We wzorach (7.37) wprowadzono nast¢pujace oznaczenia:

. N R L g * 3
tUsinh(24)-24 7 77 sinh?(24)-44%" ° sinh(22)-24 4

F, —jest uregulowana konfluentna funkcja hipergeometryczna [78],
Ko i K1 — zmodyfikowane funkcje Bessela drugiego rodzaju, odpowiednio zerowego
I pierwszego rzg¢du [80].

Na rys.7.27-7.30 przedstawiono porownawcze wykresy przemieszczen piono-
wych W(p,0), a takze W(0,0,1) dla warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztalcie

kota o promieniu a, otrzymane wedtug rozwigzania (7.34) i (7.36) oraz wedtug modelu
podtoza Vlasova (2.8).
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047 2. Zmodyfikowany model : /
0.2t 0.2r
0:5 jllg 1:5 210‘0 0.5 1.0 1.5 2.0‘0

Rys.7.27. Wykres W(p,0) dla y,, =1, v=Vi. Rys.7.28. Wykres W( p,0) dla v, , 1=1, v=Va.
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Rys.7.29. Wykres W(0,0,1) dla y,, p=0, v=V4. Rys.7.30. Wykres W(0,0,1) dla y, , p=0, v=Va.

Z rys.7.27-7.30 wynika, ze w przypadku zagadnienia obrotowo-symetrycznego
przemieszczenia pionowe, otrzymane wedlug zmodyfikowanego modelu podtoza (6.47)
dla v="4, nie r6znig si¢ od przemieszczen pionowych wedlug modelu Vlasova (2.8). Wy-
nika to z tego, ze dla v=Y wektor przemieszczenia (6.38) ma tylko jedng niezerowg skta-
dowg pionowa W, co jest analogiczne zatozeniom kinematycznym Vlasova (2.6).

Podsumowujac, zmodyfikowany model podtoza sprezystego dla v="4 prowadzi
do otrzymania takich samych wynikow, jak 1 w przypadku modelu Vlasova ze wzgledu
na to, ze przemieszczenia poziome, wedtug zmodyfikowanego modelu, sg rowne zeru,

zarowno dla warstwy obcigzonej w ksztatcie prostokata oraz kota.

7.3 Rozwiazanie poprzecznie izotropowej warstwy wedlug dwuparametrowego mo-

delu

Rownanie zmodyfikowanego dwuparametrowego modelu podtoza poprzecznie
izotropowej warstwy obcigzonej na powierzchni jest postaci (6.36). W przypadku obcig-
zenia warstwy sprezystej na powierzchni w ksztatcie kota o promieniu a (rys.5.1), row-

nanie (6.36) w walcowym uktadzie wspotrzednych przyjmuje postac:
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(7.38)

w ktorej:
wi(r) — funkcja przemieszczen dla 0 <r <a,
wii(r) — funkcja przemieszczen dla r > a.

Rownania rézniczkowe (7.38) rdznig si¢ od rownan dwuparametrowego modelu
podtoza Vlasova (5.1) tylko parametrami catkowymi K1 i k2. Te parametry w tym przy-
padku sg obliczane wedtug wzorow (6.37) dla osrodka poprzecznie izotropowego. Roz-
wigzanie rownan roézniczkowych (7.38) zapiszemy w postaci (5.2), a warunki brzegowe
oraz warunki cigglosci sa podane w (5.3).

Przyjmujac odpowiednig funkcje zanikania przemieszczen, ze wzordéw (6.37) wy-
znaczymy parametry ki i ko, ktore uktadzie wspotrzednych bezwymiarowych (7.33) wy-
nosza:

1) w przypadku liniowej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)1

1 al
ki=—Csr Ko="Cus (7.39)

2) w przypadku hiperbolicznej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)2

- csch(4)[ cosh(4)+Acsch(2)] c

2a 337
(7.40)
a| coth (1) Acsch’ (1) |
2 = 44
2
State materialowe wyrazimy poprzez E1 i v1 nastepujaco:
/4
E;=ak, v;=pv, G =J/Gl=2(1—i/1)’
(7.41)

Ea’(1-v,)

Cy, = , C
*oa(l-v)-28v "

~G,.

Ostatecznie, uwzgledniajac zaleznosci (7.39)-(7.41), przemieszczenia pionowe
zapiszemy w postaci:

1) w przypadku liniowej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)1
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w(p) = 2Lt =2P {ﬁ%m[ﬁ%ju{ﬁ"“’%H,

a’(1-v,) A A
(7.42)
6(1+vy) | (VBay, ), [VBapy,
w, (p)= Iy Ko ,
ayy, A A
2) w przypadku hiperbolicznej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)2
2sinh () a(1-v;) -2’ |
= 1-2ay,K (2 1,(2 :
Wi (p) a2(1—v1)[cosh(/1)+/1csch(/l)][ oK, (202,) 1o (2007,)
[ , 2] (7.43)
4y,sinh(2)| a(1-v,)-2p%,
= (2 K, (2 :
i () a(1-v;)[ cosh(4)+Acsch ()] 1(207:) Ko (2002
gdzie:

1-v2 (1—v12)[/Hcosh(/l)sinh(ﬂ.)]
. Jy(a(lvl)Zﬁzvf) O \/_ yla(1-v,)-2p%?|[24-sinh(22)]
a lo, 11, Ko i Ky — sg zmodyfikowanymi funkcjami Bessela odpowiednio pierwszego i dru-
giego rodzaju, zerowego i pierwszego rz¢du [80].

W celu sporzadzenia wykresow przemieszczen zastosowano program Wolfram
Mathematica 13. Rozwigzanie poprzecznie izotropowej warstwy, obcigzonej na po-
wierzchni w ksztatcie kota o promieniu a wedtug teorii sprezystosci uzyskano w sposob
analogiczny jak w podpunkcie 3.3.2.

Na rys.7.31-7.38 przedstawiono porownawcze wykresy przemieszczen piono-
wych W( p,O), otrzymane wedtug teorii sprezysto$ci oraz wedlug zmodyfikowanego
modelu podtoza (6.36). Na ponizszych rysunkach wprowadzono nastepujgce oznacze-
nia’/:

1) W, — przemieszczenie warstwy izotropowej wedtug teorii sprezystosci’®/;

2) W, — przemieszczenie warstwy poprzecznie izotropowej wedtug teorii sprezystosci;
3) W, — przemieszczenie warstwy wedtug zmodyfikowanego modelu (6.36) dla przyjete;
liniowej funkcji zanikania (4.26)1;

4) \W, — przemieszczenie warstwy wedtug zmodyfikowanego modelu (6.36) dla przyjete;

hiperbolicznej funkcji zanikania (4.26)z.

® Oznaczenia dotyczg rys.7.31-7.50.
78/ Patrz podpunkt 3.1.3.
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Rys.7.31. Wykres W(p,0) dla =1, v1=0, a=',
p=1, y="%.
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Rys.7.33. Wykres W(p,0) dla A=1, =0, a=2,
p=1, y=2.
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U.I.S Ijﬂ J.Ij 2.‘0. 2?5 3?0)0
Rys.7.35. Wykres W(p,0) dla =1, =Y, a=Y,
p=1, y="%.

v

il g

Rys.7.37. Wykres W(p,0) dla A=1, vi=¥%, a=2,
p=1, y=2.
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Rys.7.32. Wykres W(p,0) dla 2=5, »=0, a=',
p=1, y="%.
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Rys.7.34. Wykres W(p,0) dla =5, v1=0, a=2,
p=1, y=2.

1.0 1.5 2.0 2.5 S.Oﬁ

0.
Rys.7.36. Wykres W(p,0) dla A=5, w=Y, a=',
p=1, y=Y%.
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Rys.7.38. Wykres W(p,0) dla A=5, vi=¥%, a=2,
p=1, y=2.
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Z rys.7.31-7.38 wynika, ze dla A=1, przemieszczenia, otrzymane wedtug zmody-
fikowanego modelu podtoza dla liniowej oraz hiperbolicznej funkcji zanikania, sa bardzo
podobne. Natomiast, wedtug teorii sprezystosci maksymalne przemieszczenia sg wigksze
na okoto 15%, a poza granicami przylozonego obcigzenia wykresy prawie si¢ pokrywaja.
Dla =5 r6znica pomigdzy maksymalnymi przemieszczeniami jest znaczna i Wynosi na-
wet okoto 50%.

Na rys.7.38-7.46 przedstawiono porownawcze wykresy zanikania maksymalnych
przemieszczef pionowych W(0,¢).

v i i

L e
&

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0° 1 2 3 4 3

Rys.7.39. Wykres W(0,¢) dla A=1, v1=0, a=%, Rys.7.40. Wykres W(0,¢) dla =5, »1=0, a=",
p=1, y="%. p=1, y=Y%.

i B W .
1.0} " b
0.5l — W, L5p — W,
0.6L R 1}‘3 — 'i’f)z

0.2

Rys.7.41. Wykres W(0,¢) dla =1, »=0, a=2,

p=1, y=2.

1o

=
[

0.4

0.6

0.8

Rys.7.43. Wykres W(0,¢) dla 2=1, vi=V4, =Y,

p=1, y=".
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Rys.7.7.45 Wykres W(0,¢) dla A=1, vi=%, a=2, Rys.7.46. Wykres W(0,¢) dla i=5, w=Y%, a=2,
ﬂzl, y:2. ﬂ:l, V:2-

Na rys.7.47-7.50 przedstawiono porownawcze wykresy zaleznosci od 4 maksy-
malnych przemieszczen pionowych W(O, 0, ﬂ) od 4, otrzymane wedtug teorii sprezysto-

$ci oraz wedtug zmodyfikowanego modelu podtoza (6.36).

A

¥
5

3 3.0F
3.0

2.5F
2.5

2.0F
2.0
I 150 /\
1.0 1.0F
0.3 0.5¢ 1;'; —1;‘2 —13‘3 13‘4

/I 1 L 1 L 1 /I

2 4 6 8 10
Rys.7.47. Wykres W(0,0, 1) dla w=0, a=', f=1, Rys.7.48. Wykres W(0,0, 1) dlavi=Y, a='%, =1,
y=Ys. y=Va.

w; —'.;'2 —1;‘3 Wy
2 4 6 8 10 2 4 ] 8 10

Rys.7.49. Wykres W(0,0,1) dla vi=0, a=2, f=1, Rys.7.50. Wykres W(0,0,1) dla vi=V4, a=2, f=1,

Z rys.7.47-7.50 wynika, ze wraz ze wzrostem migzszos$ci warstwy, przy przyjeciu
liniowej funkcji aproksymujacej, przemieszczania pionowe daza do zera, natomiast

w przypadku przyjecia hiperbolicznej funkcji zanikania, przemieszczenia pionowe
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szybko stabilizujg si¢. Ze zwigkszeniem A wzrasta roznica pomigdzy rozwigzaniem $ci-

stym wedtug teorii sprezystosci a zmodyfikowanym modelem podloza.
7.4 Warstwa o zmiennej sztywnosci po glebokosci

W przypadku warstwy (lub uktadu warstw) poprzecznie izotropowej, parametry
materiatowe moga zaleze¢ od zmiennej z (patrz zaleznosci (6.8)). Rownanie niejednorod-
nego wzgledem zmiennej z, poprzecznie izotropowego, dwuparametrowego modelu pod-
toza podano wzorem (6.36), w ktérym parametry catkowe ki i k2 sg podane wzorem
(6.37). Charakterystyke materiatowa Ca3(z), znajdujacg si¢ pod znakiem catki we wzo-
rach (6.37), zapiszemy nastepujaco (patrz podrozdziat 6.2, wzor (6.2)):

(1— Vl) E32

Cyu=-— . 7.44
2B —(1-v)E, (7.44)
Przyjmujac zaleznos¢
E,(2)=Eywp(2), (7.45)
gdzie ¢(z) — funkcja zmienno$ci modutu E1(z) po glebokosci,
wyrazimy pozostate moduty w zalezno$ci od E1(z) nastepujaco:
E, p(z
G (z)= 5 101 (2) , E;(z)=aE,=aEwp(2),
(1+11) (7.46)

vi=pvi, Gy(2)=76,=Gyup(2),
gdzie:
G%ZZEM |
(1+w)
a, B, y — wspotczynniki proporcjonalnosci odpowiednio pomigdzy E1(0) i E3(0), vi i v3
oraz G1(0) i G3(0).

Zatozenia (7.46) charakteryzuja si¢ tym, ze moduty Younga E;1 i E3 oraz moduty
Kirchhoffa G1 i Gs sg jednakowo zmienne po glebokosci rozpatrywanej warstwy, nato-
miast wspotczynniki Poissona v1 1 v3 sg state na catej migzszosci warstwy.

Uwzgledniajac zatozenia (7.46), parametry materialowe (7.44) zapiszemy w po-

staci

- _Ey (1—V1)O(2
Cos = Coop(2) = a(lv,)— 2/, (). (7.47)
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Przyjmujac funkcj¢ zmiennosci modutu E1(z) po glebokosci warstwy oraz funkcje
zanikania przemieszczen, ze wzorow (6.37) wyznaczymy parametry catkowe K1 1 ko. Za-
uwazmy, ze w przypadku podtoza wieclowarstwowego, sktadajgcego si¢ z n warstw, funk-
cja ¢(z), w ogdlnym przypadku, moze by¢ rozna dla kazdej warstw, a obszar catkowania

n
wspotczynnikow ki i k2 (0, H) nalezy podzieli¢ na n podobszarow, gdzie H = Z h..

i=1
Uwzgledniajagc (7.46) i (7.47), parametry ki i ko, w przypadku podtoza wielowarstwo-

wego, zapiszemy nastepujaco:

h 2

n N d i hy

k, =Css J. o, (d_l/;J dz, k,=G,, I pw’dz, (7.48)
i=1 p

-1 hiy
gdzie ho=0.
W przypadku roznej funkcji zanikania w(z) dla kazdej warstw nalezy spetni¢ wa-

runek ciggtosci funkcji y(z) na granicy warstw:
Vil = Vil - (7.49)

Jako przyktad rozpatrzmy zagadnienie obciazenia na powierzchni w ksztalcie kota
0 promieniu a, dzialajacego na warstwe sprezysta, w ktorej sztywnosc¢ jest stata po gle-
bokos$ci, zmienna liniowo, a takze na uktad dwoch warstw o skokowo zmiennej sztyw-
nosci (rys.7.52-7.52). Rozwigzanie tego zagadnienia przedstawiono w podrozdziale 5.2.
W tym przypadku zmianie ulegna jedynie parametry catkowe ki i k2, ktore wyznaczymy
ze wzorow (7.48).

Funkcje¢ zanikania przemieszczen przyjmiemy w postaci (4.26)1,.. Dodatkowo za-
tozymy, ze sg one takie same na catej glebokosci rozpatrywanej warstwy H=hi1+h,. Na-
tomiast funkcje zmiennosci sztywno$ci po glebokosci warstwy ¢i(z) przyjmiemy jako

trzy ponizsze zaleznosci (rys.7.5277/):

o =1, ¢2=1+%, ¢,=H(z2)+H(z-h), (7.50)

gdzie H (Z) jest funkcjg Heaviside’a.

"/ Zastosowano uktad wspoirzednych bezwymiarowych (7.51).
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Rys.7.51. Podtoze dwuwarstwowe. Rys.7.52. Wykres ¢; dla A1= 1,="%.

Wprowadzajac uktad wspotrzednych bezwymiarowych
h
r=pa, z=4¢a, Alzﬁ, ly=—=2, A=4+4,

a a
wyznaczymy parametry catkowe ki 1 ka2 dla przyjetych funkcji y(z) oraz ¢(z):
1) dla liniowej funkcji w(z) przyjetej w postaci (4.26)1 oraz ¢(z)=¢1

2

[1%] d¢ = Ey(1-v)a’

Cad[a(l-v)-28%7 ]

A
k, =aCs, I (2]

0

A
_ 24~ _ :
k, —aGso_!(Dﬂ//l dC—aiﬂ’fs(l—_'_()Vl),

2) dla liniowej funkcji w(z) przyjetej w postaci (4.26)1 oraz ¢ (z)=¢2

(1%)2(15_ 3E,(1-1)a’

A
k]_ =aC330]¢2 a = ZaZ[a(l—vl)—Zﬂzvf] )

0

Saly Ey, .

k, =aG 2d¢ =
30]‘/’2 w, dg = o4 1+V1

3) dla liniowej funkcji y(z) przyjetej w postaci (4.26)1 oraz ¢(z)=¢s3
2

1dy, A 1dy, _

Ky —aC330[I¢3(a dé’} d§+£¢3(g dc dg |=

@) A)(20(2-2) +0(4-2)) +4]
= A2 [a(l—vl)—ZﬁZVf} ,

A A
k, =aGy, (I(03l//12d§+...¢)3!//12d§J =
0 )

_aEo[(A-A) (20(A-4)+0(h~2))+4 (34 ~34A+ 1) |

64%(1+v,)
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4) dla hiperbolicznej funkcji w(z) przyjetej w postaci (4.26)2 oraz ¢(z)=¢1

¢ (1dy ’
k,=aC (p(— zj dg =
1 3301; 1 a dé/

_ a”Ey,(1-v;)csch(2)[ cosh(2)+ Acsch(4) ]
- Za[a(l—vl)2ﬂ2v12] ' (7.55)

A ayE,| coth(1)— Acsch?(2) ]
k, =aG,, | py,’dl = ;
2 30_([ 172 4(1+Vl)

5) dla hiperbolicznej funkcji w(z) przyjetej w postaci (4.26)2 oraz ¢(z)=¢2
Lo (1dy, Y
k, = a0330!¢2 (gd_l/;z dg =
By (1-v;)csch? (4)[ 62 + 24sinh (22) +cosh (22) 1]
8ail a(1-v,)-25%] ' (7.56)

2 ayE,| 24coth(1)-34%csch? (1) +1]
k, =aG,, | p,w,°d¢ = :
2 30_([ 272 é/ 8]“ (1+V1)

6) dla hiperbolicznej funkcji w(z) oraz ¢(z)=¢3 — ze wzglgdu na skomplikowang postaé
parametrow ki i ko w tym przypadku nie podajemy ich w tej pracy.

Na rys.7.53-7.54 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W( p,0)
uktadu dwu warstw izotropowych (a=1, =1, y=1) przy zatozeniu liniowej i hiperbolicz-
nej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)12, a takze statej, liniowej oraz skokowo
zmiennej sztywnosci po glebokosci (7.50)1,2,3. Na ponizszych rysunkach przyjeto naste-
pujace oznaczenia’®/:

1) W, — przemieszczenia uktadu dwu warstw izotropowych wedlug rozwigzania Scistego
teorii sprezystosci (patrz podrozdziat 3.3.4);

2) W, — przemieszczenia warstwy wedlug zmodyfikowanego modelu podtoza przy zato-
zeniu stalej sztywnosci po glebokosci warstwy @1 W postaci (7.50)1;

3) W, — przemieszczenia warstwy wedtug zmodyfikowanego modelu podtoza przy zato-
zeniu liniowo zmiennej sztywnosci po glgbokosci warstwy @2 W postaci (7.50)2;

4) W, — przemieszczenia warstwy wedtug zmodyfikowanego modelu podtoza przy zato-

zeniu skokowo zmiennej sztywnosci po gltgbokosci warstwy @3 w postaci (7.50)s.

8/ Oznaczenia dotyczg rys.7.53-7.54.
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Rys.7.53. Wykres W(p,0) dla y,, vi=s, 1=', Rys.7.54. Wykres W(p,0) dla y,, =Y, 1=%,
/12:1/2. 12:1/2.

Na rys.7.55-7.60 przedstawiono wykresy przemieszczen pionowych W(p,O)

uktadu dwu warstw izotropowych (a=1, f=1, y=1), przy zalozeniu stalej, liniowej i Sko-

kowo zmiennej sztywnosci po glebokosci warstwy (7.50)1,2,3. Na ponizszych rysunkach
79/

przyjeto nastepujace oznaczenia
1) W, — przemieszczenia uktadu dwu warstw izotropowych wedlug rozwigzania $cistego
teorii sprezystosci,

2) W, — przemieszczenia warstwy wedlug zmodyfikowanego modelu podtoza dla linio-

wej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)1;

3) W, — przemieszczenia warstwy wedtug zmodyfikowanego modelu podtoza dla hiper-

bolicznej funkcji zanikania przemieszczen (4.26)..

W W A
=== Wy
Lok--__ - 10p-- ..
™ B —
~ —_— .~
0.8} " ? 0.8} " )
| s \
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0.5 Lo L5 2.0 2.5 307 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 30”7

Rys.7.55. Wykres W(p,0) dla ¢,, w=0, 1=%, Rys.7.56. Wykres W(p,0) dla ¢,, »=0, 1=,
)Lzzl/z. /1221/2.

"/ Oznaczenia dotyczg rys.7.55-7.60.
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Rys.7.57. Wykres W(p,0) dla ¢,, v1=0, 41=1,
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Rys.7.59. Wykres W(p,0) dla ¢,, vi=Vs, 1=1,
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Rys.7.58. Wykres W(p,0) dla ¢,, v1=0, 41=1,
/12:1.

W .
L4y s-- Wy

1.2} —

Rys.7.60. Wykres W(p,0) dla ¢,, vi=V4, 41=1,
/12:1.

Z rys.7.53-7.60 wynika, Ze przemieszczenie pionowe, otrzymane wedtug zmody-
fikowanego modelu podtoza dla p > 1 praktycznie nie r6zni si¢ od rozwigzania $cistego,
w odroznieniu od przemieszczen w przedziale 0 < p <I. W przypadku skokowo zmiennej
sztywnoS$ci przemieszczenia pionowe sa nieco wicksze od przemieszczen dla liniowej
zmiennosci sztywnosci po grubosci warstwy, ze wzgledu na to, ze catkowita sztywno$¢
pierwszej warstwy jest wigksza (patrz rys.7.52). Najwigksze przemieszczenia otrzymu-
jemy w przypadku sztywnosci statej po glebokosci.

Podsumowujac, zmodyfikowany dwuparametrowy model podtoza (6.36), w od-
roznieniu od modelu Vlasova, mozna stosowa¢ w przypadku poprzecznie izotropowego
podloza sprezystego, w ktorym sztywnos$¢ warstwy jest zmienna po glebokosci. Jednak
nalezy bra¢ pod uwage, ze przemieszczenia wedtug uproszczonego modelu sa mniejsze
od przemieszczen otrzymanych wedlug teorii sprezystosci.

Wsrod badanych funkcji zanikania, wystarczajaca do zastosowan praktycznych
jest hiperboliczna funkcja zanikania (4.26)>.

Jak zaznaczono w Rozdziale 6, w przypadku podtoza wielowarstwowego z war-

stwami 0 roznych sztywnosciach, wedlug modelu Vlasova trzeba rozwigza¢ uktad
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réwnan rézniczkowych, ktorych liczba jest rowna liczbie warstw. Wraz ze wzrostem
liczby warstw, rosnie trudno$¢ rozwigzywania tego uktadu réwnan. W przypadku zmo-
dyfikowanego modelu podtoza o dwoch parametrach (6.36), w celu wyznaczenia prze-
mieszczen podtoza wielowarstwowego, nalezy tylko wyznaczy¢ parametry catkowe K1
I ko dla kazdej z warstw, uwzgledniajac warunek ciggltosci funkcji y(z) na granicy warstw
(7.49). W bardziej ogdlnym przypadku zmodyfikowanego modelu podtoza (6.13) nalezy

postepowac analogicznie.
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8. DOBOR PARAMETROW SZTYWNOSCI
8.1 Czynniki okreslajace zalezno$é o-&¢ W gruncie

Podtoze gruntowe odnosi si¢ do materiatéw rozdrobnionych. Ze wzgledu na bu-
dowe grunt mozna scharakteryzowa¢ w zaleznosci od stopnia wypetniania wodg jako
osrodek trojfazowy (ziarna i czastki, woda, gaz) lub dwufazowy (bez fazy gazowej).

W rzeczywisto$ci, rozpatrujagc mas¢ gruntowa, niemozliwe jest wyznaczenie sit
w kazdym pojedynczym miejscu styku. Z tego wzgledu w zastosowaniu do gruntow wy-
nika potrzeba wprowadzenia pojecia naprezen, powstajacych wskutek cigzaru wtasnego
oraz sit zewnetrznych. Na ogot przyjmuje sig, ze cisnienie w gruntach jest rowne cisnie-
niu atmosferycznemu, co powoduje, ze sity N i T (rys.8.1) powstajg wytacznie z sit prze-

noszonych przez szkielet gruntowy [86], s. 130.

Gaz

Woda

Szkielet

Rys.8.2. Okreslenie naprezen w ukladzie czastek®/.

Hamilton w pracy [88] zaproponowat okreslenie naprg¢zen, przeprowadzajac my-
slowo plaszczyzneg przez element gruntu, ktora przecina szkielet i pory gruntu (rys.8.2).
W kazdym przekroju site, przenoszong przez szkielet grantowy, rozktada si¢ na sktadowa
normalng N 1 styczng do ptaszczyzny T, przy czym sktadowa styczng z kolei mozna roz-

tozy¢ na kierunki réwnolegle do osi wspotrzednych Tx i Ty. Sumg wszystkich sit

8/ Rysunek wtasny na podstawie prac [87] i [4], s. 27.
81/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [86], s. 130.
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sktadowych normalnych podzielong przez pole powierzchni tej ptaszczyzny okresla si¢
jako naprezenie normalne, a sume¢ wszystkich sit sktadowych stycznych podzielong przez
pole powierzchni — napr¢zenie Scinajagce. Pojecie naprezen jest zwigzane z ciggloscia

osrodka (kontinuum).

g2 N 2h 2T, 6.)

Przy obcigzeniu osrodka gruntowego rozdziat obcigzenia przypadajacego na po-
szczegblne fazy bedzie r6zny. W przypadku wypelnienia wodg por gruntowych, obcigze-
nia beda przenoszone przez wode. Wraz ze wzrostem ci$nienia wody w porach wzrasta
gradient ci$nienia, co powoduje stopniowe rozpraszanie nadwyzki cisnienia. W procesie
odptywu wody obcigzenie bedzie przekazywane na szkielet gruntowy co powoduje za-
geszczenie oraz zmiang wlasciwosci gruntu (porowato$ci, gestosci objetosciowej, wy-
trzymato$ci na $ciskanie, modutow Scisliwosci). W celu opisu tego zjawiska wprowa-
dzono pojecie naprezen efektywnych, tj. jednostkowa wielkos$¢ obciazenia przypadajaca
na szkielet gruntowy. Zgodnie z Terzaghim [89] napr¢zenia efektywne mozna okresli¢
jako roznicg napre¢zenia catkowitego i cisnienia wody w porach gruntowych

c'=0-u, (8.2)
gdzie: o' — naprezenia efektywne, o — naprezenia catkowite, U — ci$nienie wody W po-
rach.

Cisénienie wody w porach w os$rodku gruntowym okresla si¢ poprzez intensyw-
nos¢ obciazenia i mozliwos¢ odptywu wody z porow, co okresla z kolei warunki odptywu

[4], s. 27-28. Na rys.8.3 przedstawiono schemat powstawania warunkow odptywu.

»

A
Bez odptywu

Z czgsciowym odptywem

-
//
-
-
—
-
-

- Z odptywem

Predko$¢ zmiany obcigzenia
v

Przepuszczalno$¢
Rys.8.3. Czynniki okreslajgce warunki odptywu®?/.
Podtoze gruntowe jest bardzo skomplikowanym uktadem mechanicznym i odnosi

si¢ do ciat fizycznie nieliniowych. Zwigzki pomiedzy naprezeniami a odksztalceniami

82/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [4], s. 28.
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w gruntach mozna okres$li¢ na podstawie badan laboratoryjnych. Na rys.8.4 przedsta-
wiono charakterystyki sztywnosci gruntu opisywane modutami, wérod ktorych w zalez-
nosci od zakresu odksztatcen mozna wyr6zni¢: Eg — modut odksztalcenia poczatkowego,

Es — modul odksztatcenia sieczny, E; — modut odksztatcenia styczny.

C]:(Ta'(}_r

zniszczenie

»
»

Rys.8.4. Moduly wyrdznione na podstawie charakterystyki o-¢ z badania trojosiowego®?/.

Nieliniowa zaleznos¢ o-¢, W przypadku o$rodka gruntowego, jest postaci

o=E(s)e. (8.3)
8.2 Sztywnos$¢ poczatkowa gruntu

Od lat 60. XX wieku przy badaniu prgdkosci rozchodzenia sig¢ fal w gruntach nie-
spoistych zauwazono, ze wartosci modutu obliczone na podstawie pomiaru predkosci fali
sg wieksze niz pomierzone bezposrednio w edometrze [86], s. 196. Interpretowano to
przede wszystkim tym, Ze napr¢zenia zwigzane z falg sejsmiczng wywolujg bardzo mate,
sprezyste odksztalcenia ziaren. Natomiast w badaniu edometrycznym naprezenia wywo-
tuja duze odksztatcenia, co powoduje poslizg migdzy ziarnami.

Obecnie szeroko stosowane sa metody geofizyczne do rozpoznania warunkow
podtoza gruntowego. Sztywnos¢ poczatkowa gruntu mozna okresli¢ przede wszystkim za
pomoca pomiaru predkosci fali poprzecznej. Odksztatcenia, wywotane odpowiednim po-
miarem sg na tyle mate, ze material zachowuje si¢ sprezyscie i do opisu takiego o$rodka
mozemy zastosowac zalezno$ci liniowej teorii sprezystosci.

Okreslenie sztywno$ci poczatkowej gruntu na podstawie pomiaru predkosci fali
poprzecznej stato mozliwe od lat szes¢dziesiagtych. Przede wszystkim jest to zwigzanie

zrozwojem techniki komputerowej oraz narzedzi pomiarowych. Jako$¢ pomiaréw

8/ Rysunek wiasny na podstawie pracy [90].
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predkosci fali znacznie si¢ polepszyta od lat 80-ch dzigki zastosowaniu piezoelementu
typu bender®¥/ oraz rozwojem metod identyfikacji sygnatu odbiorczego. Pomiary pred-
kosci fali poprzecznej mozna wykonywac zarowno w laboratorium, jak i w terenie.

Sztywno$¢ poczatkowa gruntu wyznacza si¢ za pomocg pomiardw predkosci fali
poprzecznej w badanej probce zgodnie ze wzorem [4], s. 53, [11], s. 491

G=pV?, (8.4)
gdzie:
G — modut odksztatcenia postaciowego,
p — gestos¢ objetosciowa badanego osrodka,
Vs — predkos¢ fali poprzeczne;.

Na predkos¢ propagacji fali bardziej lub mniej wptywaja nastgpujace czynniki:
rodzaj i struktura gruntu, wielkos¢ ziaren, napr¢zenia efektywne, wskaznik plastycznosci,
historia stanu naprezenia, temperatura, wilgotnos¢ [91], [92], [93], [94]. Natomiast, jak
podaja Tatsuoka i Shibuya w pracy [95], sztywno$¢ poczatkowa gruntu nie zalezy od
rodzaju badania (dynamicznego lub statycznego) ze wzglgdu na to, ze grunt, w obu przy-
padkach, zachowuje si¢ jednakowo w zakresie odksztatcen sprezystych. Rowniez nie-
wielki wptyw na sztywnos$¢ poczatkowa maja warunki odptywu wody z poréw, poniewaz
nie generuje si¢ nadwyzka ci$nienia wody w porach Au [4], s. 176-177.

W literaturze dotyczacej przedmiotu mozemy takze znalez¢ zaleznosci empi-
ryczne, okreslajace predkosci propagacji fali, w ktorych najczesciej uwzgledniaja naste-
pujace czynniki wplywajace na predkosc¢: naprezenie efektywne, wskaznik porowatosci
I wskaznik prekonsolidacji ([91], [96]). Czynniki te maja r6zng wage w zaleznosci od
rodzaju gruntu.

Roesler w pracy [97] wykazat, ze fala poprzeczna wywoluje odksztalcenie tylko

w kierunku propagacji i polaryzacji fali zgodnie z rbwnaniem

Vs :(ml_mze)(o-a’) (pr') ' (85)
gdzie:
e — wskaznik porowatosci,
oa' — naprezenie efektywne w kierunku propagaciji fali,
opt' — naprezenie efektywne w kierunku ruchu czasteczek osrodka,

m1, M2, Ma, Mp — state materiatowe.

8 Przetwornik typu bender stosowany jest przewaznie do gruntéw spoistych. Rowniez mozna go zastoso-
waé w piaskach [4], s. 55.
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Dla gruntow spoistych Lipinski [4], s. 196-201, na podstawie badan prekonsoli-
dowanych gruntéw spoistych o nienaruszonej strukturze pobranych w réznych regionach
Polski, zaproponowal nastepujaca formute pozwalajaca na oszacowanie sztywnosci po-

czatkowej
G, =Gy, +411, 7" (p'-50), (8.6)
gdzie:
p' — $rednie naprezenie efektywne, [kPa],
Ip— wskaznik plastycznosci gruntu, [-],

Gso — znormalizowany dla 50 kPa modut Go (rys.8.5).

3000
1,<0,2
2500 R P N
50;‘?676366:- 12191 \\ 0’2<|p<0,4
20N N — 1504
Dc? \'O(?t:P =4776.15+ 6274, 5¢ \ p ’
= 1500 [ .
L0 \
(5) 1000 ;Oi; =4723, 754905, 3¢ \
500 N
0

00 o1 02 03 04 05 006 o7 08 09

wskaznik porowatosci €

Rys.8.5. Zalezno$¢ modutu Gso od wskaznika porowatosci i zakresu wskaznika plastycznoscei 1,/

Dla prekonsolidowanych gruntéw spoistych modut sprezystosci poprzecznej Go
mozna oszacowac na podstawie znajomosci Sredniego napre¢zenia efektywnego p’, wskaz-

nika plastycznosci Ip 1 wskaznika porowatosci €.
8.3 Nieliniowy rozklad sztywnoS$ci gruntu
8.3.1 Nieliniowy rozklad charakterystyki o-¢

Od potowy lat 80-ch XX wieku, wraz z rozwojem techniki komputerowej oraz
narzg¢dzi pomiarowych wykazano, Ze sztywnos¢ gruntu nieliniowo zalezy od odksztatcen.
Jak podajg Jardine i in. w pracy [98], najwigksza nicliniowo$¢ wystepuje W zakresie ma-
tych i $rednich odksztatcen, czyli mniejszych od 102 (rys.8.6). W wyniku badan

8/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [4], s. 201.

145



stwierdzono, ze maksymalne odksztalcenie, przy ktorym grunt zachowuje si¢ sprezyscie

jest bardzo mate.

Na nieliniowo$¢ rozktadu sztywnosci silny wptyw majg wielko$ci naprezen i od-

ksztatcen oraz rodzaj gruntu. W mniejszym stopniu wptywajg takie czynniki jak: historia

stanu napr¢zenia, predkos$¢ obcigzenia, struktura [4], s. 202.

Sztywnos¢ gruntu

4

A Typowe zakresy odksztalcen

F-— Sciany oporowe
f-—+— Fundamenty
——+—— Tunele

Odksztatcenie
\76 \ ) S S

Metody dynamiczne

\4

Lokalny pomiar przemieszczen

Zmodyfikowana komora aparatu trojosiowego

>

Rys.8.6. Mozliwosci aparaturowe okreslenia sztywnosci gruntu ze wzgledu na zakres odksztatcenia®/.

Eksperymentalnie stwierdzono istnienia progéw odksztatcenia liniowego i obje-

tosciowego, zalezace migdzy innymi od: rodzaju gruntu, reprezentowanego wskaznikiem

plastycznosci lp, wskaznika prekonsolidacji OCR i wartosci sredniego napr¢zenia efek-

tywnego p".

Hipoteza, dotyczaca nieliniowego zwigzku pomiedzy naprezeniami a odksztatce-

niami w zakresie matych odksztalcen, zostata przedstawiona przez Jardina [101], Highta

i Higinsa [102] i in. Zgodnie z tg koncepcja, charakterystyczne zmiany sztywnosci gruntu

dzielg przestrzen naprezen na strefy odpowiadajace liniowej sprezystosci (Y1), nielinio-

wej, ale odwracalnej charakterystyce naprezenie-odksztatcenie (Y2) oraz strefe wystepo-

wania odksztatcen plastycznych (Y3) (rys.8.7a). Identyfikacja tych stref opiera si¢ na pre-

cyzyjnym pomiarze liniowych i objetosciowych odksztatcen [4], s. 229-230.

%/ Rysunek wiasny na podstawie prac [99], [100], [4], s. 203.
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q Powierzchnia uplastycznienia A
A
2 B
]
=
g
2
X C
D
p' Odksztatcenie
a. b.
Rys.8.7. Schemat koncepcji hipotezy nieliniowosci zwigzku o-¢ &7/

8.3.2 Uwarunkowania rozkladu sztywnosci w zakresie malych i Srednich odksztal-

cen

W przypadku gruntdow niespoistych decydujacy wplyw na rozkiad sztywnosci
w zakresie matych i $rednich odksztalcen ma wielko$¢ naprezenia efektywnego
(rys.8.8a).

GIGo___ G/Go

<\ [ *\\
0,8 \; — p'=1lkPa 0,8
0,6

\ p'=10 kPa
0,6 \

\ — p'=50kPa \
0,4 0.4

\ \ — p'=200 kPa \\
0,2

p'=400 kPa 02
090 = 0,0 N 7. [
107 10° 10° 10” 107 10” 10 107 10° 10° 10° 10° 102 10
a. Grunt niespoisty. b. Grunt spoisty (1,=0,5).

Rys.8.8. Wplyw naprezen efektywnych na rozktad sztywnosci®/.

Dla gruntéw spoistych wielko$¢ napr¢zenia efektywnego nie ma tak duzego zna-
czenia (rys.8.8b). W tym przypadku kluczowym parametrem jest wskaznik plastycznosci.
Analizujac wiele danych doswiadczalnych Vucetic i Dobry, w pracach [103]
i [104], zaproponowali rodzing usrednionych krzywych zaleznosci sztywnosci gruntu od
odksztalcen r6znych rodzajow gruntow, reprezentowanych przez wskaznik plastycznosci

(rys.8.9).

8/ Rysunek wtasny za Jardine i in. [101], z p6Zniejszymi modyfikacjami.
8/ Rysunek wtasny na podstawie pracy [103].
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Rys.8.9. Degradacja sztywnosci gruntéw dla roznych wartoéci wskaznika plastycznoscei /.

8.3.3 Charakterystyki progowych stref odksztalcenia

W modelu idealnie sprezystym wywotane odksztatcenie jest sprezyste do mo-
mentu zniszczenia materiatu, tj. w chwili zniszczenia materiatu wielko$¢ odksztatcenia
sprezystego jest rowna odksztalceniu zniszczenia (rys.8.10a). W przypadku gruntow tak
nie jest, gdyz warto$¢ odksztatcenia sprgzystego rozni si¢ od wartosci odksztatcenia przy
zniszczeniu co najmniej o rzad wielkosci. Materialy nieliniowe, takie jak grunt, ulegaja

zniszczeniu przy odksztatceniach & > & [90].

O ==77- R

a. Materiat idealnie spr¢zysto-plastyczny. b. Materiat nieliniowy.
Rys.8.10. Wykres zaleznosci -£%/.

W celu modelowania nieliniowego rozktadu sztywnosci gruntu w zakresie matych
I Srednich odksztalcen wprowadza si¢ pojecie odksztatcenia referencyjnego (odniesienia)

er, nawigzujacego do sprezystosci materialu, okre§lanego na podstawie sztywnosci

8/ Rysunek wtasny na podstawie prac [103] i [105], s. 149.
%/ Rysunek wiasny na podstawie pracy [90].
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poczatkowej (rys.8.10b). Jest to odksztatcenie odpowiadajace reakcji sprezystej dla mak-
symalnego dewiatora stanu naprezenia.

Jak zaznaczono w podpunkcie 8.3.1, strefa 1 odnosi si¢ do zakresu sprezystego
reakcji gruntu, w ktorym odksztalcenia majg charakter odwracalny, a zakres sprezystej
reakcji mozna odnie$¢ do odksztatcen liniowych oraz objgtosciowych (rys.8.11). Wyr6z-
nia sie nastepujace progowe wartosci odksztatcen: ,,liniowego” y! oraz objetosciowego
n". Najbardziej istotne sg progowe wartosci, odnoszace si¢ do reakcji sprezystej i’
(rys.8.11).

GIG, 4
1,0

Yt
0,8

\'
7t
0,6 \
0,4 \
0,2

N
| liniowo sprezysfy nicliniowo sprezysty | nieliniowo sprezysto-plastycziy~ [
0,0 >
! -5 4 -3 -2
10°® 10 10 10 10

Rys.8.11. Progowe warto$ci odksztalcenia sprezystego®Y/.

Dla zakresu odksztalcen odpowiadajacych reakcji sprezystej w gruntach spoistych
Kim i Novak [107], Georgiannou i in. [108] oraz Vucietic [109] zaproponowali usred-
niong krzywa zaleznos$ci progowej wartosci odksztatcenia postaciowego od wskaznika

plastycznosci Ip (rys.8.12).

%/ Rysunek wiasny na podstawie [106].
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Rys.8.12. Zalezno$¢ progowego odksztatcenia postaciowego odpowiadajacego reakcji sprezystej mate-

rialu od wskaznika plastycznosci %/.

8.4 Propozycja doboru parametréw sztywnosci
8.4.1 Rownanie opisujace rozklad sztywnosci

W  zagadnieniach praktycznych wykorzystuje si¢ odksztalcenie liniowe e.
W zwigzku z tym istnieje potrzeba przejscia z odksztatcen postaciowych na odksztalcenia
dewiatorowe, ktore jest wyrazone poprzez odksztatcenia liniowe nastgpujaca zaleznoscig

[110], 5. 59
&, zg(gl—gg), (8.7)

w ktorej e1 1 &3 sg odksztalceniami liniowymi.
Zalezno$¢ pomiedzy odksztalceniem dewiatorowym &s @ postaciowym yoct wyraza
si¢ rownaniem [110], s. 58
& :iyocﬂ (8.8)
2

w ktorym yoct — odksztalcenie postaciowe na ptaszczyznie oktaedrycznej.

92| Rysunek wiasny na podstawie monografii [105], s. 150.
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Jedna z mozliwych postaci rozktadu sztywnosci w zakresie matych i $rednich od-
ksztatcen uwzgledniajaca fizyczne wiasciwosci gruntu mozna przedstawic¢ nastepujacym

réwnaniem [106]

E(e) c

E ’ .
° 1+b[8J (8.9)
gl’
w ktorym:

b — wspotczynnik uwzgledniajgcy wptyw wskaznika plastyczno$ci w gruntach spoistych

lub naprezenia efektywnego w gruntach niespoistych,

¢ — normalizujacy parametr, przy czym c =1+

10%s,
Odksztatcenia referencyjne w zaleznosci od wskaznika plastycznos$ci mozna przy-
jac nastepujaco [106]
2-10%, 0< I, <0,02
g =14-10", 0,1< I, <0,25, (8.10)

6-10°, 0,25<1,<1.

8.4.2 Grunt spoisty

W przypadku gruntow spoistych, pomijajac wptywem naprezen efektywnych na
rozktad sztywnosci, zalezno$¢ parametru b od wskaznika plastycznosci gruntu I, aprok-

symowano nastepujacym wzorem®?/

b=1185-1,9591 +0,951Ip2. (8.11)

Na rys.8.13 przedstawiono zalezno$¢ parametru b od wskaznika plastycznosci Ip

dla ilorazu sztywnosci (8.9).

‘ ‘ ‘ ‘ b
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rys.8.13. Wykres zalezno$ci parametru b od wskaznika plastycznosci .

%/ Autor pracy nie dysponuje doktadnymi danymi badan laboratoryjnych, lecz tylko postuguje sie rysun-
kami dostgpnymi w literaturze. Z tego wzgledu zaleznos¢ (8.11) moze ulegaé nieznacznej zmianie.
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Na rys.8.14-8.15 przedstawiono wykres zaleznosci E/Eo od odksztatcen &s, Spo-

rzadzony dla réznych rodzajow gruntdéw, charakteryzowanych wskaznikiem plastyczno-

éCi Ip.
£ E
B Ey
1.00-
.~
0.99! =
0.98
— 1,=0,01
0.971 1,=0,02
1,=0.1
[ Es
10°° 07 10 0.001 0.010" 107 2.x10° 5 x10°° 107

Rys.8.14. Wykres E/Eq dla gruntow o réznych Rys.8.15. Wykres E/Eq dla gruntow o matej warto-
warto$ci wskaznika plastycznosci Ip. $ci wskaznika plastycznosci Ip.

Jak wynika z rys.8.14, zalezno$¢ (8.9) mozna przyjaé w celu aproksymacji wyni-
kéw badan laboratoryjnych gruntow spoistych, przedstawionych na rys.8.9.
Na rys.8.16 przedstawiono progowe wartosci odksztatcenia liniowego &' dla roz-

nych rodzajow gruntu, charakteryzowanych wskaznikiem plastycznosci Ip.

1.000
0.995
0.990
0.985F — 1,20,15
0.980} 1,=0.3
1,=0,5
0.975 i
— =1 .
1079 S.x10% 107 S.ox107 107

Rys.8.16. Wykres progowych warto$ci odksztatcenia odpowiadajacego reakcji sprezystej.
Jak wynika z rys.8.16, ze wzrostem wskaznika plastycznos$ci wzrasta zakres spre-

zystosci odksztatcen liniowych &, Ten wynik jest zgodny z rys.8.12.
8.4.3 Grunt niespoisty

Jak zaznaczono w podpunkcie 8.3.2, dla gruntéw niespoistych decydujgcy wpltyw
na zakres spre¢zystosci rozktadu sztywnosci w zakresie matych 1 $rednich odksztalcen ma
srednie naprezenia efektywne (rys.8.8b). W tym przypadku parametr b uzalezniono od

wartosci $redniego naprezenia efektywnego®/ (rys.8.17) nastepujaco

%/ Wyznaczono dla odksztatcenia yo=10.
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b =2,85+0,0008p'—0,514log( p'), (8.12)

gdzie p'=-, po=1 kPa.

0
Na rys.8.18 przedstawiono zaleznos$¢ ilorazu sztywnosci w zakresie matych

i Srednich odksztatcen gruntow niespoistych dla réznych warto$ci sredniego napr¢zenia

efektywnego.
b £
3.0 i
Ve 1.07
23 0.8}
2.0¢ |
0.6}
15} : =10 kP
0.4 p= a
1.0} [ p'=50 kPa N
021 — p'=200 kPa ;
0.5} f ;
| — p'=400 kPa
100 200 300 400 P 107 109 107 0.001 0.010"

Rys.8.17. Wykres zaleznosci b(p’) dla gruntow Rys.8.18. Wykres E/Eg dla réznych warto$ci $red-
niespoistych. niego naprezenia efektywnego.

r oz

Jak wynika z rys.8.18, warto$¢ $redniego napr¢zenia efektywnego ma silny wptyw
na zakres sprezystosci ilorazu sztywnosci dla gruntow niespoistych. Ten wynik jest

zgodny z rys.8.8a dla € < 103, Dla & > 10" wyniki sa zanizone dla ¢ < 400 kPa.
8.4.4 Wplyw odksztalcenia referencyjnego na rozklad sztywnosci gruntu

Na zakres sprezystosci ilorazu sztywnosci rowniez Silny wptyw ma odksztatcenie

referencyjne. (rys.8.19).

— £=6+10"* — £=6+10"
041 0.4}
g=4x107" &=4x107
0.2} £,=2%1074 0.2 £,=2+10"
— =10"* — =107
r
1070 107 10+ 0.001 0.010° 10 107 107 0.001 0.010
a. dla 1,=0,01. b. dla 1,=0,3.

Rys.8.19. Wpltyw odksztalcenia referencyjnego na zakres liniowej sprezystosci ilorazu E/E, dla b=1.

Jak wynika z rys.8.19, odksztalcenie referencyjne &r ma znaczacy wplyw na

zwigkszenie zakresu sprezystosci rozktadu sztywnosci gruntow. Im wigksza jest warto$§¢
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er tym wigkszy jest zakres sprezystosci. W zagadnieniach praktycznych &r przyjmuje si¢
zgodnie z (8.10).

8.4.5 Dobér modulu odksztalcenia

Réwnania modelu podtoza sprezystego (wedhug teorii sprezystosci, modelu Vla-

sova, zmodyfikowanego modelu) mozna sprowadzi¢ do postaci

w(p)= ‘""_EF’W( p), (8.13)

w ktorej zatozono stalg sztywno$¢ podtoza (E=const).

Zakres odksztatcenia odnoszacy si¢ do warunkow pracy konstrukeji, jak wynika
Z rys.8.6, jest rzedu 107 lub mniejszy. W przypadku przyjecia E=E(g), mozna rozpatrzy¢
bardzo maty zakres odksztatcenia, w ktorym mozna uznaé, ze E=const. Wyznaczajac
warto$¢ moduty dla kazdego tego matego zakresu ze wzoru (8.9), a nastgpnie podstawia-
jac do (8.13) mozna wyznaczy¢ przemieszczenia w zalezno$ci od rozpatrywanego za-
kresu odksztatcenia.

Zeby spetni¢ warunek zmienno$ci modutu odksztalcenia, a jednoczesnie unikngé
wprowadzenia nieliniowej zaleznosci E(¢), pozostajac w ramach modelu liniowego, pro-
ponuje si¢ podzieli¢ rozpatrywany zakres odksztalcen wystepujacych w praktyce budow-
lanej na podzakresy, ktorych liczba zalezy od rodzaju gruntu. Dolng granicg catego za-

kresu jest odksztalcenie &, gorng — emax. Wartoécia graniczng miedzy poszczegdlnymi

zakresami jest aet, gdzie a=aok, przy czym k =1,2,..., [ Eimax } , za$ ap=2 dla gruntobw spo-
oy

istych oraz ao=1,5 dla gruntéw niespoistych. Parametr o zalezacy od rodzaju gruntu
mozna nazwac¢ wskaznikiem wzrostu zakresu odksztatcenia.

Biorac pod uwagg rozklady sztywnosci dla réznych gruntéw okreslone na podsta-
wie badan w kolumnie rezonansowej, mozna przyjac, ze zakres odksztatcen sprezystych
i pseudosprezystych emax dla gruntow niespoistych mozna oszacowaé 10°-107°, natomiast
dla gruntow spoistych o rzad wielkosci wiecej, tj. 10°-10 [106].

Schemat wyznaczania warto$ci modutu przedstawiono na rys.8.20.
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Rys.8.20. Schemat wyznaczania modutu odksztalcenia w rozpatrywanym zakresie odksztatcenia.

Jako przyklad rozpatrzono wyznaczenie krzywej maksymalnych przemieszczen
W(¢) na podstawie przyblizonego wzoru (4.7). W tym celu przyjeto podtoze gruntowe
0 nastepujacych charakterystykach: 1,=0,1, =0,43, p'=200 kPa, &=4-10", &'=4,5-10°¢,
v=V4, A=5.

Dla przyje¢tych parametrow gruntu ze wzoru (8.6) mozna wyznaczy¢ sztywnos¢
poczatkowg Go=230 MPa, a nast¢pnie Eo=2(1+v) Go=575 MPa.

Na rys.8.21 przedstawiono, przeskalowang przez mnoznik 1/ap, zalezno$¢ mak-

symalnego przemieszczenia pionowego od zakresu odksztalcenia.

w

ap

0.0036}
[
l“
0.0034f o
‘!
[ ]
[ ]
0.0032} .
L] ° ‘
L ]
0.0030f . °
[ ]
. L]
1 1 L ISS
5.x10° 107 s.x10® 107

Rys.8.21. Zalezno$¢ maksymalnego przemieszczenia pionowego od zakresu odksztalcenia.

Podsumowujac, zaleznos$¢ rozktadu sztywnosci (8.9) mozna zastosowaé w celu
wyznaczenia przyblizonej wartosci sztywnosci w zakresie matych 1 Srednich odksztalcen
dla gruntéw spoistych oraz niespoistych. W przypadku gruntow spoistych, parametr b,
wystepujacy w rownaniu (8.9), nalezy przyja¢ wedhug zaleznosci (8.11), a w przypadku
gruntow niespoistych — wedtug (8.12).
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9. PODSUMOWANIE | WNIOSKI
9.1 Podsumowanie

W pracy rozpatrzono model podtoza Vlasova (MV — model Vlasova) oraz jego
modyfikacje (ZMV — zmodyfikowany model Vlasova), polegajaca na bardziej ogdlnych
zatozeniach:

1) wektor przemieszczenia ma wszystkie trzy niezerowe sktadowe;
2) uwzglednia si¢ poprzeczng niejednorodnos¢ osrodka gruntowego;
3) charakterystyki materialowe sg zmienne po gltebokosci warstwy.

W celu weryfikacji MV, czy tez ZMV, rozpatrzono zagadnienie obcigzenia war-
stwy na powierzchni w ksztalcie kota i prostokata wedtug teorii sprezystosci, ktore stu-
zylo jako punkt odniesienia (benchmark) przy weryfikacji rozwigzan przyblizonych.

W literaturze dotyczacej zagadnien obcigzenia potprzestrzeni, warstwy lub uktadu
warstw, autorzy przewaznie poswiecajg uwage wyznaczeniu naprezen, wywolanych ob-
cigzeniem zewngtrznym. Zdecydowanie mniej prac dotyczy wyznaczenia pola prze-
Mieszczen, w szczegolnosci od obcigzen w ksztalcie prostokata®®/. Okazuje sie, ze w nie-
ktorych z tych prac (patrz [76]%/ czy [111]) przemieszczenia wyznaczone s3 btednie.
Z tego wzgledu postanowiono poruszy¢ w rozprawie doktorskiej tematy dotyczace wy-
znaczenia przemieszczen potprzestrzeni, warstwy, warstwy na potprzestrzeni, a takze
uktadu dwoch warstw sprezystych, poddanych obcigzeniom na powierzchni w ksztalcie
prostokata oraz kota (patrz Rozdziat 3).

W przypadku polprzestrzeni sprezystej obcigzonej na prostokacie uzyskano ana-
lityczne, proste wzory na przemieszczenia zalezne od trzech wspotrzednych bezwymia-
rowych.

Analizujac uzyskane wzory, zauwazono pewne zaleznosci pomi¢dzy maksymal-
nym przemieszczeniem pOlprzestrzeni, obcigzonej na prostokacie 0 wymiarach bokow
2a x 2b, a przemieszczeniem w narozu badz w $rodku boku tego obciazenia. Te zalezno-
$ci sg podane w podpunkcie 3.2.2, wzor (3.17).

Takich zaleznosci nie napotkano w literaturze®'|.

%/ W bardzo dobrej monografii [61], s. 56, wz.(3.9), podano tylko calkowe wzory na przemieszczenia pot-
przestrzeni obcigzonej rOwnomiernie (p=const) na kwadracie. Brak jest rozwigzan dla warstwy.

%/ Podane w tej monografii wzory na wyznaczenie przemieszczen pionowych daja poprawne wyniki tylko
w przypadkach szczeg6lnych.

%/ W monografii P. Timoshenko i J. Goodiera [62], s. 322, stwierdzono, Ze przemieszczenie naroza kwa-
dratu jest rowne potowie przemieszczenia maksymalnego. W pracy wykazano, ze jest to stuszne dla do-
wolnego prostokata.
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W pracy podano tez wzor na maksymalne przemieszczenie potprzestrzeni dla do-
wolnych wymiarow bokéw obcigzenia przytozonego na prostokacie. Wzoér ten przedsta-
wiono w pieciu réznych postaciach (patrz Zatgcznik 2, pkt.2).

W Rozdziale 3 uzyskano rozwigzania $ciste zagadnien obcigzenia na powierzchni
w ksztalcie kota: polprzestrzeni, warstwy, warstwy na potprzestrzeni oraz uktadu dwoch
warstw, opracowane mi¢dzy innymi na podstawie monografii [11], [61], [62], [63], [66].

W przypadku warstwy obcigzonej na prostokacie rozwigzanie uzyskano sposo-
bem opisanym przez W. Nowackiego w monografii [11], w ktorej wektor przemieszcze-
nia przedstawia si¢ W postaci Papkowicza-Neubera poprzez dwie inne funkcje harmo-
niczne, spetniajace rownanie Laplace’a. W tym przypadku nie ma mozliwosci uzyskania
rozwigzania W postaci analitycznych wzoréw zamknigtych, lecz tylko poprzez zastoso-
wanie catkowania numerycznego, ktore W pracy zostalo wykonane za pomoca programu
obliczeniowego Wolfram Mathematica 13. Okazuje si¢, ze wyniki catkowania znacznie
zaleza od wybranej metody catkowania numerycznego (patrz podrozdziat 3.2.3).

W Rozdziale 4, dotyczacym przyblizonego wyznaczenia maksymalnych prze-
mieszczen pionowych warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztalcie kota i prostokata,
zaproponowano oryginalne, przyblizone wzory na wyznaczenie maksymalnych prze-
mieszczen pionowych. Te wzory dobrze przyblizaja przemieszczenia pionowe dla war-
stwy 0 dowolnej migzszo$ci, a w przypadku granicznym, przy przejsciu z miazszoscia
warstwy do nieskonczonosci, otrzymuje si¢ wynik $cisty teorii sprezystosci.

Przedstawiono propozycje modyfikacji funkcji Vlasova (FV — funkcje Vlasova)
aproksymujacych przemieszczenia po glebokosci warstwy (ZFV — zmodyfikowane funk-
cje Vlasova).

Zaproponowano tez nowe, bazujace na rozwigzaniach $cistych teorii sprezystosci
(TS), funkcje zanikania przemieszczen dla warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztat-
cie kota oraz kwadratu (ZFS — zmodyfikowane funkcje zanikania przemieszczen TS).
Jednak wadg tych funkcji jest ucigzliwe catkowanie analityczne (dla dowolnej migzszosci
warstwy). W celu wyznaczenia parametrow catkowych ki trzeba stosowaé calkowanie
numeryczne tych funkgc;ji.

Interesujacy jest fakt podobienstwa funkcji aproksymujgcych przemieszczenia
pionowe po glebokosci warstwy 0bcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota i prostokata.

W Rozdziale 5 przedstawiono przeprowadzong na podstawie TS weryfikacje mo-
delu podtoza Vlasova dla warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota i prosto-

kata. Dla matych migzszo$ci warstwy, porownywalnych z wymiarem przylozonego
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obcigzenia, W przypadku warstwy obcigzonej na kole warto$ci maksymalnych przemiesz-
czen pionowych (dla funkcji zanikania liniowej, hiperbolicznej oraz otrzymanej na pod-
stawie teorii sprezystosci) sg 0 okoto 20% mniejsze niz wedlug teorii sprezystosci. Wraz
ze wzrostem migzszo$ci warstwy (1) wzrasta r6znica pomiedzy MV a rozwigzaniem $ci-
stym TS. W przypadku przyjecia liniowej funkcji zanikania, przy wzroscie A przemiesz-
czenia pionowe dazg do zera, a w przypadku hiperbolicznej funkcji zanikania przemiesz-
czenia szybko stabilizujg si¢ (dla A=10 r6znica pomiedzy rozwigzaniem $cistym a przy-
blizonym wynosi nawet 50%). Podobna sytuacja jest w przypadku warstwy obcigzonej
na kwadracie.

Model podioza Vlasova ma swoje wady i zalety. Zaletg jest jego stosunkowa pro-
stota, dajaca mozliwos¢ tatwego wyznaczenia stanu naprezeniowo-odksztatceniowego
szerokiej klasy zagadnien obcigzenia warstwy. W przypadku rozpatrywania zagadnien
dotyczacych wspotpracy konstrukcji fundamentowych (belek, ptyt, itd.) i podtoza grun-
towego, z warunku rdwnosci przemieszczen w miejscu potaczenia fundamentu z podto-
zem (zaktadajac wiezy dwustronne) mozna otrzymaé¢ model fundamentu, spoczywaja-
cego na podlozu sprezystym Vlasova, opisywany zazwyczaj rownaniem rozniczkowym
czastkowym lub zwyczajnym czwartego rzedu. W celu wyznaczenia parametrow modelu
Vlasova nalezy zada¢ sztywnos$¢ gruntu, wspotczynnik Poissona oraz przyja¢ funkcje za-
nikania przemieszczen 1 wykonaé caltkowanie po grubo$ci warstwy.

Wada jest to, ze model Vlasova nie uwzglednia przemieszczen poziomych, wy-
wotanych obcigzeniem. Poréwnujac rozwigzanie wedtug modelu Vlasova z rozwigza-
niem $cistym teorii sprezystosci stwierdzamy, ze model Vlasova daje zanizone wyniki.

Rowniez, w przypadku wyznaczenia stanu naprezeniowo-odksztatceniowego
uktadu dwu 1 wielu warstw spoczywajacych na nieodksztatcalnej bazie wedlug modelu
podtoza Vlasova, otrzymujemy uktad rownan, ktérych liczba jest zwigzana z liczba
warstw, co prowadzi do trudnosci z uzyskaniem rozwigzania®®/.

Charakterystyczng cechg modelu podtoza Vlasova jest zerowanie si¢ przemiesz-
czen pionowych dla v=>"5. Jednak wedtug teorii spre¢zystosci te przemieszczenia sg rézne
od zera.

Uwzgledniajac powyzej opisane wady modelu Vlasova, w tej pracy podjgto probe
wyprowadzenia zmodyfikowanego modelu podtoza, uwzgledniajacego wszystkie trzy

skladowe wektora przemieszczenia, poprzeczng izotropi¢, a takze zmienno$¢

%/ Przedstawiona modyfikacja wprowadzajaca dowolne funkcje ,,stalych” materiatowych pozwala na uzy-
skanie rozwigzania podtoza wielowarstwowego.
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charakterystyk materialowych (sztywnosci, wspotczynnikow Poissona) po glebokosci
warstwy. Taki zmodyfikowany model podtoza, a takze sposob opisania niejednorodnego
(po glebokosci warstwy) osrodka gruntowego w uktadzie wspotrzednych prostokatnych
oraz walcowych przedstawiono w Rozdziale 6.

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych wykorzystano dwa sposoby rozwigza-
nia powstatych uktadéw réwnan rézniczkowych:

1) korzystajac z metody operatorowej przedstawiono model, opisywany trzema niezalez-
nymi réwnaniami rozniczkowymi szostego rzedu na poszukiwane funkcje przemiesz-
czen;

2) stosujac przeksztalcenia catkowe Fouriera, uktad réwnan przemieszczeniowych, po-
wstaly poprzez ortogonalizacje Galerkina, sprowadzono do uktadu rownan algebraicz-
nych, z ktérych wyznaczono transformaty przemieszczen, a nastepnie ich retransformaty.

W walcowym uktadzie wspotrzednych uktad réwnan mozna rozseparowac droga
zawyzenia rzedu roéwnania na poszukiwane funkcje przemieszczen. Jednak zawyzenie
rzedu rownania prowadzi do trudnosci uzyskania rozwigzania analitycznego (otrzymu-
jemy réwnanie rozniczkowe o zmiennych wspolczynnikach). Jest mozliwos¢ uzyskania
rozwigzania metodami numerycznymi.

Interesujacy jest fakt, ze w przypadku osrodka izotropowego, dla v=Y4 (A=u),
uktad rownan przemieszczeniowych we wspotrzednych walcowych rozseparowuje si¢ na
dwa niezalezne rownania, kazde drugiego rzedu na poszukiwane funkcje przemieszczen,
ktorych rozwigzanie analityczne jest dobrze znane. Podobnie w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych, dla v="4, uklad rownan przemieszczeniowych rozseparowuje si¢ na
uktad dwu rownan r6zniczkowych drugiego rzgdu i niezalezne rownanie drugiego rzgdu
na przemieszczenie pionowe.

Weryfikacje zmodyfikowanego modelu podtoza Vlasova przedstawiono w Roz-
dziale 7. W tym celu poréwnano model zmodyfikowany, model podtoza Vlasova oraz
rozwigzanie Scisle teorii sprezystosci dla dwoch przypadkdéw obcigzenia warstwy (na po-
wierzchni w ksztalcie kota i prostokata).

W przypadku warstwy obcigzonej na powierzchni w ksztalcie prostokata, prze-
mieszczenia wyznaczono, stosujac przeksztatcenie catkowe Fouriera. Autorowi nie udato
si¢ uzyskac¢ retransformaty w postaci analitycznych wzorow zamknigtych. Wyniki w tym
przypadku zostaty otrzymane z zastosowaniem catkowania numerycznego, wykonanego

w programie Wolfram Mathematica 13.
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Dla warstwy izotropowej, przy zalozeniu v=Y, przemieszczenia poziome s3
rowne zeru®®/, natomiast przemieszczenia pionowe s3 takie same jak w przypadku modelu
podioza Vlasova.

W poréwnaniu z MV, wyniki otrzymane wedlug ZMV sg nieco bardziej zblizone
do wynikow wedtug TS. Przemieszczenia poziome przy przejsciu przez punkt v=>" zmie-
niajg znak i sg réwne zeru dla v="%.

Warto$ci przemieszczen pionowych, otrzymane wedtug ZMV dla matej migzszo-
$ci warstwy, porownywalnej z wymiarem przetozonego obcigzenia, sg zblizone do wyni-
kow wedtug TS. Podobnie, jak i w MV, wraz ze wzrostem migzszos$ci warstwy, wzrasta
I roznica pomigdzy przemieszczeniami, otrzymanymi wedtug TS oraz ZMV.

W przypadku warstwy izotropowej obcigzonej na kole, dla v=Y, jak juz wspo-
mniano wyzej, otrzymujemy dwa niezalezne rownania na przemieszczenia. Po uwzgled-
nieniu warunkow brzegowych okazuje si¢, ze przemieszczenia poziome sg rOwne zeru
i ZMV upraszcza sie do MV1%/.

Czesto w praktyce budowlanej nalezy rozpatrywac zagadnienia uktadu warstw.

Wazna modyfikacja modelu Vlasova, przedstawiong w tej pracy, jest modyfikacja
opisana w podrozdziale 6.6, pozwalajgca rozpatrywaé podloze wielowarstwowe, ograni-
czajac si¢ do wyznaczenia parametrow catkowych ki i ko w postaci sumy catek
k,, = Zn:()dz ,gdzie z, -z, =h.

i=1

W wyniku takiej modyfikacji, w przypadku podtoza wielowarstwowego, unikamy
rozwigzywania ukladu rownan, liczba ktorych jest rowna liczbie warstw, jak w MV. Wy-
starczy w tym przypadku matematycznie opisa¢ zmienno$¢ charakterystyk materiato-
wych po glebokosci warstwy. Jako przyktad w pracy rozpatrzono porownanie podioza
dwuwarstwowego, w ktorym sztywnos¢ jest stata po glebokosci, a takze zmienna w Spo-
sob ciagly i skokowy (podrozdziat 7.4).

W Rozdziale 8 przedstawiono propozycje doboru parametrow sprezystosci dla
gruntéw spoistych i niespoistych, ktora jest oparta na badaniach laboratoryjnych i przed-
stawiona migdzy innymi w pracach [103], [105]. Propozycja doboru parametrow sprezy-
stosci polega na uwzglednieniu wplywu wskaznika plastycznos$ci oraz $redniego napre-
zenia efektywnego na nieliniowy rozktad sztywnos$ci gruntu w zakresie matych 1 srednich

odksztalcen.

%/ Przy braku obcigzen stycznych do plaszczyzny ograniczajacej warstwe lub potprzestrzen.
100/ Okazuje sig, ze zatozenie Vlasova u=v=0, jest stuszne wylgcznie w przypadku, gdy v="a.
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9.2 Whnioski

1. MV nie uwzglednia przemieszczen poziomych w réwnaniach modelu.

2. Zalozenie Vlasova u=v=0, jest stuszne wyltacznie w przypadku, gdy v=Va.

3. Uwzglednienie przemieszczen w ptaszczyznie z=const w ZMV prowadzi do zwiek-
szenia trudno$ci W uzyskaniu rozwigzania i ma niewielki wptyw na warto$ci przemiesz-
czen pionowych.

4. Wartos$ci pionowych przemieszczen uzyskane z ZMV sg blizsze wartosciom $cistym
TS od uzyskanych z MV.

5. W przypadku matej migzszosci warstwy, porownywalnej z wymiarem przylozonego
obcigzenia, wyniki otrzymywane wedtug ZMV mozna uzna¢ za akceptowalne. W tym
przypadku, w celu wyznaczenia przyblizonej warto$ci przemieszczen pionowych, mo-
zemy stosowac badz MV, badz ZMV.

6. Dla wigkszych migzszosci warstwy (4) nie nalezy przyjmowac liniowej funkcji zani-
kania przemieszczen.

7. W przypadku uktadu warstw, jak tez zmiennych sztywnos$ci podloza, zmodyfikowany
dwuparametrowy model pozwala na stosunkowo tatwe wyznaczenie stanu napreze-
niowo-odksztatceniowego na drodze catkowania funkcji zanikania przemieszczen i funk-
cji opisujacej zmiennos¢ po glebokosci sztywnosci gruntu. Taki zmodytfikowany dwupa-
rametrowy model podtoza gruntowego, pozwalajacy na wyznaczenie przemieszczen pio-
nowych uktadu poprzecznie izotropowych warstw 0 zmiennej sztywno$ci, ma znaczng
przewage nad modelem podioza Vlasova.

8. Bardzo przydatne w praktyce inzynierskiej wydajg si¢ wyprowadzone w pracy $ciste
WZzOry na wyznaczanie przemieszczen dla potprzestrzeni sprezystej i przyblizone wzory
dla dowolnej migzszoéci warstwy sprezystejio/.

9. W przypadku potprzestrzeni obcigzonej na powierzchni w ksztalcie prostokata istnieje
zaleznos¢ pomiedzy maksymalnym przemieszczeniem a przemieszczeniem w narozu

oraz w srodku boku tego prostokata.

101/ Autor uzyskat inne, wazne dla praktyki, rozwigzania potprzestrzeni obcigzanej rownomiernym obcig-
zeniem 0 ksztalcie roznym od prostokata i kota. Ze wzgledu na duza objgtos¢ pracy, postanowiono te wy-
niki zamie$ci¢ W nastgpnych publikacjach.
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9.3 Najwazniejsze elementy pracy

1. W przypadku polprzestrzeni obcigzonej na prostokacie wyprowadzono nieznane w li-
teraturze zaleznosci pomiedzy maksymalnym przemieszczeniem w $rodku a przemiesz-
czeniami na boku lub w narozu prostokata.

2. Korzystajac z reprezentacji wektora przemieszczen w postaci Helmholtza, dla ciala
poprzecznie izotropowego w ukladzie wspotrzednych walcowych przedstawiono autor-
skie wzory na przemieszczenia dla trzech dowolnych kombinacji wspotczynnikow Ky, Ka
I K3, prowadzace do tego samego rownania na funkcj¢ naprezen.

3. Przedstawiono nieznane w literaturze przyblizone, bazujace na $cistych rozwigzaniach
teorii sprezystosci wzory na wyznaczenie maksymalnych przemieszczen dla warstwy
0 dowolnej migzszosci, obcigzonej na powierzchni w ksztatcie kota oraz kwadratu.

4. Przedstawiono modyfikacj¢ funkcji zanikania przemieszczen, polegajaca na uniknieciu
stosowania parametru y, a takze oryginalne, nieznane w literaturze'%?/, zmodyfikowane
funkcje zanikania, bazujace na $cistych rozwigzaniach teorii sprgzystosci.

5. Opracowano model niejednorodnego i poprzecznie izotropowego podtoza, ktorego wy-
nikiem jest zmodyfikowany, dwuparametrowy, niejednorodny, poprzecznie izotropowy

model podtoza Vlasova.

192/ patrz wzory (4.28) i (4.29).
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Zalacznik 1. Modele matematyczne podloza sprezystego 1%/

Wedtug pracy [22], modele podtoza mozemy podzieli¢ na:
a) modele jednokierunkowe — modele, w ktorych zaklada sie, ze polgczenie budowli
Z gruntem mozna opisa¢ wiezami jednostronnymi (w jednym ustalonym Kierunku, np.
kierunku pionowym);
b) modele trojkierunkowe 0 wigzach jedno- lub dwustronnych.

Ponizej zostang przedstawione niektore typy modeli podtoza gruntowego.
1) Model Winklera

Jak juz wspomniano we Wstepie, Winkler zatozyl, ze podioze sktada si¢ z uktadu
niepolaczonych ze soba spr¢zyn, znajdujacych si¢ na nieodksztalcalnej warstwie. Prze-
mieszczenie punktoéw materialnych podtoza nastepuje tylko w miejscu przekazywania
obcigzen na podtoze (rys.Z1.1). W przypadku obciazen $ciskajacych wystepuje skrocenie

sprezyn, natomiast przy obcigzeniach rozciggajacych — wydtuzenie.

XS‘

Rys.Z1.1. Schemat modelu podtoza Winklera.
Model podtoza Winklera jest opisywany rownaniem
p(x,)=kw(x,), (Z1.1)
gdzie:
P(X,) — obcigzenie zewnetrzne dzialajace na podtoze, [Nm?],
k — wspolczynnik sprezystoéci podtoza, [Nm~],

W(X,) — funkcja przemieszczenia warstwy powierzchniowej podtoza, [m].
2) Biliniowy model Winklera

W 1972 r. Farshad i Shahinpoor [112] zaproponowali zmodyfikowane podtoze

Winklera opisane rownaniem

103/ W Zatgczniku 1 wykorzystano tresci i rysunki z pracy [22]. Tam tez znajduje sie obszerna literatura
przedmiotu.
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kw(x,), w>0,

k,w(x,), w<O0. (21.2)

p(xa)={

Takie zmodyfikowane podtoze charakteryzuja dwie state k1 i k2, obie majgce wy-
miar [Nm™®]. Rozciaganie i $ciskanie podloza opisywane jest roznymi wspdtczynnikami
(rys.Z1.2).

>
w a1

»
»

| w

Rys.Z1.2. Biliniowy model podtoza Winklera. Rys.Z1.3. Jednostronny model podtoza Winklera.

3) Jednostronny model Winklera

Jesli przyjaé, ze k=0, to (rys.Z1.3)
kw(x,), dlaw>0,
X, )= Z1.
P(x.) {0, dlaw<O0. (2L3)
Ten model sprawia wiele ktopotow przy stosowaniu analitycznych metod w za-
gadnieniach ptyt spoczywajgcych na podtozu sprezystym i jest wzglednie tatwy w kom-

puterowych metodach analizy takich zagadnien.
4) Inercyjny model Winklera

Model zostat opracowany przez Saito i Murakami. W tym modelu przyjeto, ze
podtoze sktada si¢ z uktadu niepotgczonych ze sobg sprezyn 0 masie m i dhugosci I. Jest
to trojparametrowy model 0 parametrach k, ms i I, gdzie k — dynamiczny wspotczynnik
podloza. Inercyjne podloze Winklera nadaje si¢ do opisywania problemoéw falowych.

Réwnanie modelu jest analogiczne do réwnania podtoza Winklera

p(X,.t)=kw(x,,t). (Z1.4)
Rownania drgan podtuznych pojedynczego preta ,,s” jest nastepujace
o’u ou
- Co 52 (Z1.5)

gdzie:
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E — modut Younga, [Nm], a — pole przekroju preta, [m?], L — dtugo$¢ preta, [m].
Jesli dokonac usrednienia i uktad pretow potraktowac jak warstwe sprezystg o ge-
sto$ci masy u=ms/A, to rbwnanie drgan takiej warstwy mozna zapisa¢ w postaci
% =c’ % , (Z1.6)
w ktorej ¢ = E .
7
Jesli na warstwe sprezysta dziata obcigzenie zmieniajace si¢ w sposdb harmo-
niczny p=poe™’, to
u(x,.t)=w(x,,t)e", (21.7)
Zagadnieniom zwigzanym z tego typu podtozem poswigcono wiele prac [22].

5) Podloze Kelvina-Voigta

Model podioza Kelvina-Voigta rowniez jest uogodlnieniem modelu Winklera,
W ktérym uwzglednia si¢ thumienie W podtozu, przy zatozeniu réwnoleglego polaczenia

elementow sprezyny i thumika (rys.Z1.4).

k
Rys.Z1.4. Model podtoza Kelvina-Voigta. Rys.Z1.5. Model podtoza Maxwella.
Roéwnanie modelu jest postaci
ow
P(X.,t)=py (X, 1)+ Py (X, 1) =K W (21.8)

gdzie 5 — wspotczynnik lepkosci [Ns/m].

Do opisu zachowania modelu stuzg dwie state k i 7.
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6) Podtoze Maxwella

Jest to model, w ktérym zaktada si¢ szeregowe potaczenie sprezyny i thumika
(rys.Z1.5).

Calkowite przemieszczenie uktadu jest rowne

W=W, +W,, (Z21.9)
gdzie:
P Y
Wl:?’ WZZ;' (Z21.10)
Réwnanie modelu Maxwella jest postaci
ow p 1lop
—=—t-—. Z1.11
ot 7 kot ( )

7) Modele standardowe

Modele standardowe to modele, bedace uogdlnieniem modeli Kelvina-Vogta
I Maxwella, bazujace si¢ na pewnych kombinacjach sprezyn i ttumikow. Moga to by¢
modele trzyparametrowe, znane sg tez i modele czteroparametrowe, np. model Burgersa,

szczegoty ktorego podano w monografii [113].

Pl lp

k2 =
kl
/
a b.
Rys.Z1.6. Modele standardowe.
Rownania powyzszych modeli zapisujemy W postaci:
zrys.Z1.6a
ow 1op
+k,)p= —+—— |+kk,w, _
(k+k,)p nkl(at klﬁtJ kik, (Z1.12)
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zrys.Z1.6b

k1p+c%=(kl+k2)n%+klk2w. (Z1.13)

8) Dwuparametrowe modele podloza

Roéwnanie modeli dwuparametrowych, jednokierunkowych najczesciej przedsta-

wia si¢ W ogolnej postaci nastepujaco
P(x) =k w(x,)—kVw(x,), (Z1.14)

gdzie v? — dwuwymiarowy operator Laplace’a,
sztywno$¢ ki ma wymiar [Nm?], kz zas — [Nm™].

9) Model podtoza Filonenko-Borodica

Filonenko-Borodi¢ w 1940 r. zaproponowat mechaniczny model podtoza sktada-
jacy si¢ z spoczywajacej na uktadzie sprezyn membrany napigtej sitami T (rys.Z1.7).

Réwnanie modelu jest postaci

p(x,)=kw(x,)-TVw(x,). (21.15)

warstwa czula na $cinanie

T memirana v, oITITTITTITTn
K K K K K k
Rys.Z1.7. Model podtoza Filonenko-Borodica. Rys.Z1.8. Model podtoza Pasternaka.

10) Model podtoza Pasternaka

W 1954 roku Pasternak, zaproponowat model dwuparametrowego podtoza, zto-
zonego Z warstwy czulej na Scinanie 0 module $cinania G, spoczywajacej na ukladzie
sprezyn (rys.Z1.8).

Roéwnanie modelu Pasternaka jest postaci

p(x,)=kw(x,)-Ghvw(x,). (Z1.16)

Réwnania Filonenko-Borodica i Pasternaka majg t¢ samag posta¢ (Z1.16) ale roz-

nig si¢ interpretacjg fizyczng wspotczynnikow:

- podtoze Filonenko-Borodi¢a ko=T — membrana, [Nm™],
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- podtoze Pasternaka k,=Gh — warstwa czuta na $cinanie, [Nm™].
11) Model podtoza dwuparametrowego Wieghardta

Wieghardt w 1922 r. zaproponowat model podtoza przyjmujac, ze zaleznos¢ po-

mi¢dzy przemieszczeniem i obcigzeniem jest dana W postaci catkowe;j

0

w(x)= [ N[]x=¢]]p(£)d¢, (21.17)

—00

gdzie:
N[[x-¢[]=oe ",
2k

s i k sg charakterystykami podtoza.

Rownanie modelu podtoza Wieghardta jest postaci

p=kw-—— (Z21.18)

Podtoze Wieghardta jest uogoélnieniem podtoza Winklera (jesli s—oo, otrzymu-
jemy model rownanie Winklera).

12) Model podtoia Hetenyi’ego

Jest to dwuparametrowy model mechaniczny podtoza, w ktorym zaktada sig, ze
podloze stanowi plyta sprezysta, spoczywajaca na uktadzie sprezyn. Rdwnanie modelu

jest postaci
p(x,)=kw(x,)-DV*w(x,), (Z1.19)

gdzie D jest sztywnos$cig ptyty na zginanie w [Nm] (rys.Z1.9).

D | plyta sprezysta |

sztywna baza
Rys.Z1.9. Model podtoza Hetenyi’ego.
13) Model pdlprzestrzeni sprezystej

Ten model ma szerokie zastosowanie w budownictwie, charakteryzowany jest

dwiema stalymi E i v. Modele podtoza Zemockina, Gorbunova-Posadova, Sinicyna,
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Korenieva bazuja na rozwigzaniach potprzestrzeni sprezystej (potplaszezyzny lub war-

stwy), wynikajace ze znanego wzoru Boussinesq’a (dla z=0)
P(1-V°
W(r)zgl (Z1.20)
mEr

14) Modele wieloparametrowe

Réwnanie modelu jednokierunkowego, wieloparametrowego mozna zapisaé

W ogo6lnej postaci
3P (X, )+ 2. aVap(x,)=kw(x, )+ Y k,VIw(x,), (Z1.21)
i=L j=1

w ktorej wspotczynniki sztywnosci maja wymiar [Nm?9], zag aj — [m?1].

Najbardziej znane sg nastepujace modele wieloparametrowe: model Ratzersdor-
fera, Favra, Levinsona, Bharatha, Kerra.

Ratzersdorfer, rozpatrujac podtoze jednowymiarowe, przyjmuje odwrotng zalez-

no$¢ do wzoru Wieghardta, zapisang W postaci
p(x)=[P[l&[Jw(x+&)de. (21.22)
Q

Favre rozpatrujac podloze jednowymiarowe przyjmuje nastepujaca zaleznos¢

p(x)=F(w,w\,w"..). (Z1.23)

15) Tréjparametrowy model Kerra

W przypadku modelu Kerra mozna zapisaé¢ nastepujace rownosci (rys.Z1.10)
W=W +W,, p=cw, p=kw,-GVw,, (Z1.24)
gdzie:
W1 jest ugieciem warstwy sprezystej 0 wspotczynniku sprezystosci C,
W2 jest ugieciem warstwy §cinanej.

Roéwnanie modelu Kerra mozna zapisa¢ nastgpujaco

(1+Ej p(xa)—%vzp(xa): kw(x,)-GV?w(x,). (Z1.25)
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3

Rys.Z1.10. Model Kerra. Rys.Z1.11. Model podtoza ziarnistego i brytowego.

Uogolnieniem modelu Kerra jest model podtoza Jemielity [40], ktory sktada sig¢
z uktadu n warstw SBS (Shear layer-Bending layer-Spring layer) sktadajgcych si¢ z co
najwyzej trzech warstw: warstwy czutej na $cinanie, warstwy przenoszacej zginanie oraz
warstwy sprezyn.

Istniejg rowniez i inne modele wicloparametrowe, na przyktad Kisiela, Biota,

Boltzmanna, Buflera, Switki i innych.
16) Modele podioza ziarnistego i brylowego

Kandaurov!®/, w 1960 r. zaproponowal model o$rodka ziarnistego, sktadajacy sie
Z luznych jednakowych prostopadtoscianéw, ustawionych wzgledem siebie w taki spo-
sob, aby szczeliny pionowe byly przesuniete W kolejnych warstwach. Ten model mozna
porownywa¢ z murem ceglanym (rys.Z1.11). Réwnanie modelu Kandaurova mozna

przedstawi¢ W nastgpujacej postaci

‘22_‘2’ _ _E Ziezx (21.26)
Z V¥4

w ktorej a jest wspotczynnikiem struktury osrodka.

104/ Doktadniej o tym modelu patrz monografie [42].

170



Zalacznik 2. Rozwigzanie zagadnien teorii sprezystosci
1. Zagadnienie Boussinesq’a. Zastosowanie funkcji Greena

Zagadnieniem Boussinesq’a nazywamy dzialanie sity skupionej na sprezystg pot-

przestrzen (rys.Z2.1a).

Rys.Z2.1. Sita skupiona na potprzestrzeni.

Rozwigzanie tego zagadnienia znajdujemy w szeregu monografii z teorii sprezy-
sto$ci, przyktadowo w monografii [11] i [61], a bardzo szczegotowo, z wykresami napre-
zen, w monografii [3].

Przemieszczenia okreslone sg wzorami:

U= Px (i_l—Zv) Ve Py (i_l—Zvj
AriR\R* R+1z) 4zuR\R* R+1z)’

(22.1)
P (7°
w=——| = +2(1-v)|,
4R\ R
w ktorych oznaczono
R=yX*+y*+17°, (Z2.2)

u — stata Lamego, P=1[N].

Wzory (Z2.1) wykorzystamy do wyznaczenia przemieszczen, wywotanych do-
wolnym obcigzeniem poOtprzestrzeni sprezystej, traktujac je jako funkcje Greena. W tym
celu nalezy przenies¢ sitg P w dowolny punkt ciata o wspotrzednych {xo,yo} (rys.Z2.1b).
Funkcje¢ Greena zapisujemy w postaci (Z2.1), wstawiajac w miejsce wspotrzednych
{x,y}, wspolrzgdne {x—Xo, y-Yo}.

Wprowadzajac zmienne bezwymiarowe:

X=4a, y=77b7 z=c¢a, b=xa, Xo =388, Yo =Tph=mKa, (Z2.3)
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w ktorych a, b dowolne wielko$ci porownawcze o wymiarze dtugosci, otrzymujemy na-

stepujace funkcje Greena:

:L(g“_l—Zvj V:L(i 1-2v

4anmuR, R02 Ry +¢ danuR, R02 Ry +¢& ’
2 (22.4)
P [§—+2(1 v)j
48.7Z/JRO
gdzie:
Ry = (=& ) +x2(n—m) <7 (225)

W przypadku, gdy na potprzestrzen dziata obcigzenie p(&,7), przemieszczenia wy-

znaczamy z nastepujacych wzorow:

e )= [P p(£.m)E- @)[RZ 1- zVJdSO’

/Uso Ry Ro+¢
p(&n)(n- 770)[5 1- 2vjds -
v(£m.¢)= I R \RT RS (22.6)

w(n )= [ PE £z s,

Amu So R, R02

gdzie So jest domknietym obszarem ptaskim.

2. Obcigzenie na obszarze prostokata'®/

Korzystajac ze wzoréw (3.8)3 i (3.9)3, maksymalne przemieszczenie dla dowol-

nego x mozna przedstawi¢ w roéznych postaciach, dajacych poprawne wynikil%/:
2y
— —pa(lE Yy, 22.7)

gdzie:

l. Jv:i[zcarccoth(\/m)+arcsinh(zc)}, (Z2.8)

T

1 \;vg{xln(—mﬂjﬂn[—mﬂ(]]
| el

(22.9)

T 1+x% -1

105/ Zagadnienie potprzestrzeni obcigzonej na powierzchni w ksztalcie kwadratu rozpatrywat A. E. H. Love
w pracy [75].
108/ Wzory (Z2.8)-(Z2.12) otrzymane poprzez elementarne przeksztatcenia [72] i [73].
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. Jv:glxln{—“l”m}zm(\hmz +z<)], (22.10)

T 1+x2 -1

V. Jv:i[,c(m(x)—|n(\/1+7—1))+|n(J1+7+K)}, (22.11)

T
V. w= E[K(ln (2 1+ + 2+K2)— 2In (K'))— In (ZK(K—\/1+ K* )+1ﬂ. (22.12)
/4
Autor pracy, W dostepnej literaturze, nie znalazl takich wzorow.
Na rys.Z2.2 przedstawiono wykresy funkcji (Z2.8)-(Z2.12) w celu wykazania po-
prawno$¢ powyzszych wzorow.
Sr

4_

. . . . L e
2 4 6 8 10

Rys.Z2.2. Graficzne przedstawienie wzorow (Z2.8)-(Z2.12).

3. Analiza wzoréw danych w pracach [2], [3], [76]%°"/

W pracy, w odno$niku nr 30, wspomnieliSmy 0 znalezieniu na stronie interneto-

wej https://scadsoft.com/tests_scad/index/test/165 poprawnego wzoru na przemieszcze-

nia w(x,y,z) dla obcigzenia w ksztalcie prostokata. Na tej stronie podano obliczenia MES
za pomocg programu SCAD Office, problemu A. E. H. Love’a [75]. W celu weryfikacji
obliczen numerycznych podano analityczne wzory na naprezenia i przemieszczenia, po-
wolujac sie na prace [2], [3], [76]. W pracy [2] nie znajdujemy wzordw na przemieszcze-
nia. Okazalo si¢, ze W pracy [76] podano btedny ogdlny wzor na przemieszczenia. Tak
wigc testujacy program SCAD prawdopodobnie sami poprawili wzory dane w pracy [76].

W monografii [3], s. 123 przedstawiono wzory na napre¢zenia, powotujgc si¢ na
pracg [114], ktora nie jest dostgpna autorowi. W monografii [76], s. 25, wz.1.30, znajduje
si¢ wzOr na przemieszczenie pionowe dla potprzestrzeni, obcigzonej rownomiernie na

powierzchni w ksztalcie prostokata w(x,y,z). Podany w tej pracy wzor zawiera bledy.

107/ W monografii [2] nie znajda sie wzory na przemieszczenia potprzestrzeni obcigzonej w ksztalcie pro-
stokata, a tylko powotanie na monografie [3] i [76].
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Dowodem jest rysunek przemieszczen ptaszczyzny z=0 wedlug wzoru danego w pracy
[76] 1 w doktoracie (wzory (3.18)3, (3.21)).

Rys.Z2.3. Wykres w(x,y,0) wedlug wzoréw da- Rys.Z2.4. Wykres w(x,y,0) wedlug wzoréw
nych w monografii [76] dla v=0, a=1, b=1. (3.18)3, (3.21) dla v=0, x=1.

Interesujacy jest fakt podania przez V. Florina [76], s. 25, wz.1.31, poprawnego
wzoru na maksymalne przemieszczenie w postaci wzoru (Z2.9).

W pracy [111], s. 87-87, wz.7-9, przedstawiono przemieszczenia w postaci sumy
przemieszczen wywotanych $cinaniem i zmianami objetosciowymi. Niestety, podane
wzory zawierajg btedy (wz.37, 49). Wartos$¢ 1 znak przemieszczenia w(0,0,0) sa niepo-

prawne.
4. Zagadnienie obrotowo-symetryczne!®/

W ciatach obcigzonych osiowosymetrycznie przemieszczenia, odksztalcenia 1 na-
prezenia beda niezalezne od kata ¢. Wektor przemieszczen, w ukladzie wspotrzednych

walcowych, zapiszemy w postaci
u=u(u,0u,). (22.13)

Stan odksztalcenia charakteryzowany jest zwigzkami:

&

— — —
L =U., &,=—, &,=U,,

r,r? (] 2z z,2
r

(22.14)

108/ Opracowano migdzy innymi na podstawie monografii [11], [61], [62], [63], [66].
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Rys.Z2.5. Polprzestrzen obcigzona osiowosymetrycznie.

Natomiast stan naprezenia charakteryzowany jest zwigzkami:

o, =2ue, +e, o, =2us, +&, o, =2us, +e,
m m op op z Hen

(Z2.15)
o-rz = 2:ugrz 1 O = 2,Ll€

o e=¢&,+&,,+&,.

re?

Rownania rownowagi teorii sprezystosci, przy braku sit masowych zapiszemy

W postaci
80'" + aO-rz + O _O-W — O,
or 0z r (22.16)
aO-I'Z ao-ZZ O-I’Z
—E4+—Z24-_B=(
or 0z r

Wyrazajac naprezenia poprzez przemieszczenia otrzymamy uklad dwu rownan

przemieszczeniowych

_ Z

07> oroz

2 2
(1+k)€2ur—k(a U U J

- 2 Lo (Z22.17)

vy 4k ey Z 2 g

& oréz v oz ’

gdzie:
2 2
VZ:%+%§+%, §2=V2—r—12, k=1+£=1 12 . (22.18)
u 1-2v
Wprowadzajac funkcje:
ou
u =—, =w, Z2.

"oor =W (22.19)

oraz catkujac po zmiennej r rownanie (Z2.17)1, otrzymamy nastepujacy uktad roéwnan

przemieszczeniowych
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2
(1+1jvzu—a—l:+@=0,
k or° oz

0 o° 1 o° (22.20)
—| Viu ——l: + —Vzwjt—léJ =0,
0z 0z K 0z
gdzie: u=u(x,z), w=w(x,z).
Uktad rownan (Z2.13) mozna zapisa¢ w postaci operatorowej
u+L,w=0,
Lyu+L, (22.21)
Lu+L,w=0,
gdzie operatory Lij zdefiniowane nast¢pujaco:
1 02 0
1+= |V ——, =—,
L“( kj oz° b oz
(Z22.22)

0, & 1, &
S O B e f VA
= az( GZZJ 22 (k oz’

Wprowadzajac funkcje y=x(r,z) zwiazang z funkcjami U i w zalezno$ciami:

0 0
T , W= b ‘ (22.23)
x Ly L, x
otrzymamy przemieszczenia wyrazone poprzez funkcje y:
oy 1\, 0y
Uu=—-—-—=>, w=|1+—|Vy——=. 72.24
oz ( kj P (22.24)
Ostatecznie przemieszczenia (Z2.19) zapiszemy w postaci:
oy 1 o’y
U =——2, w=|1+=|V2y——£. 72.25
oroz ( kj s ( )

Przemieszczenia, wyrazone poprzez funkcje y (nazywang funkcja Love’a, majaca
wymiar [m®]), prowadza do tego, Ze pierwsze rownanie przemieszczeniowe (Z2.20): jest
spetnione tozsamos$ciowo, natomiast drugie rownanie (Z2.20)2 upraszcza sig do rOwnania

biharmonicznego na funkcj¢ Love’a y

Viy=0, (22.26)

ot 2¢° ol 165 2 ¢ 10 o
wktorym V' =VVie —+-—42—— S — 4= .
Y or* ror® or*er® r*or* rerez ror ozt
Rozwigzujac rownanie biharmoniczne (Z2.26) z warunkami brzegowymi, wyra-
zonymi poprzez funkcje Love’a, zajdziemy poszukiwang funkcje y, a nastepnie prze-

mieszczenia (Z2.25).
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Do rozwigzywania rownania (Z2.26) czgsto stosowane przeksztalcenia catkowe

Hankela, ktore zdefiniowane jest w nastepujacy sposob [8], [79]

0

;Z(s,z)=jr;((r,z)Jo(sr)dr, (22.27)

0

a odwrotno$¢ dana jest wzorem

2(r.z)=|sz(s,z)J,(sr)ds, (22.28)

O sy 8

gdzie Jo —funkcja Bessela pierwszego rodzaju zerowego rz¢du [80].
Jesli przemieszczenia (Z2.25) podstawi¢ do zaleznosci (Z2.14) a potem do

(Z2.15), otrzymamy nastgpujace wzory na naprezenia, wyrazone poprzez funkcje Love’a:

o (A s oy a(z 2 2#@()
_ 9 2y2, 0 R TA [ih v
O 8z(k - A ) PR "

2(1+K)+ A 2
0 [2ul+k) A sz—Zua—ﬂf ,
k oz

3 2 3 3
%:ﬂ{@ﬁ}[%z% oy L), 0 }

=% (22.29)

k)\or* ror? oroz? r?or oroz?

5. Polprzestrzen sprezysta obciazona rOwnomiernie na powierzchni kola

Rozpatrzmy polprzestrzen sprezysta, obcigzong jak pokazano na rys.Z2.5. Do roz-
wigzania rownania biharmonicznego (Z2.26) skorzystamy z transformacji catkowej Han-
kela, ktora zdefiniowana wzorem (Z2.27) i jej odwrotno$cig (Z2.28). W wyniku otrzy-
mamy nastgpujace rownanie rozniczkowe zwyczajne IV rzgdu zmiennej z

W -2’7 +s'7=0, (Z2.30)

ktorego rozwigzanie zapiszemy W postaci
y=Ce ™+ 13 e +Cee™ + Gy ze*, (Z22.31)
a a

gdzie:
a — charakterystyczny promien przylozonego obcigzenia, majacy wymiar [m],
S — parametr, majacy wymiar [m™],
Ci — state calkowania, przy czym i=1, 2, 3, 4.
Transformat¢ obcigzenia powierzchniowego w ksztalcie kota o promieniu a zapi-

szemy nastepujaco
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ps(s):]op(r)rJO(sr)drz%Jl(as), (22.32)

gdzie:
p(r) — obciazenie powierzchniowe, [Nm2],
J1 — funkcja Bessela pierwszego rodzaju pierwszego rzedu [80].
W przypadku potprzestrzeni sprezystej obcigzonej na powierzchni w ksztatcie
kota o promieniu a (p=const), warunki brzegowe sa nastepujace:

0, |z=0

~ a
=—p, :——le(as),
S (22.33)
=0

0, u = =0.

rz |z=0 r |Z%oo ~|Z~)oo
Uwzgledniajac warunki (Z22.33)3 4, state C3 i C4 muszg by¢ rowne zeru. Ostateczne

transformate funkcji Love’a zapiszemy w postaci

-~ Sz C —SZ
7=Ce "+ ?2 e, (22.34)

Wykorzystujac pozostate warunki brzegowe (Z2.33)12 znajdziemy state C1 i Co,
ktore wynosza:
2v(1+v)ap
Es*

Uwzgledniajac state catkowania (Z2.35), transformaty przemieszczen (Z2.25) za-

1 2
+v)a P,

_ _ |
C = J(as), C,= =23 L(as). (Z2.35)

pisujemy w postaci:
ap(1+v)(1-2v—sz)

a =- = e*J,(as),

(22.36)
1 2(1-
o PURE)T7) oy o)
Es
a transformaty naprezen (Z2.29) odpowiednio:
&Zz(s,z):—me‘sle(as),

S (22.37)

6, (s.z)=—apze ], (as).
Wykonujac odwrotne przeksztatcenia calkowe Hankela, otrzymamy wzory na
przemieszczenia radialne ur, pionowe w oraz naprezenia aij.
Obliczanie transformat odwrotnych przemieszczen oraz naprezen zostato wyko-
nane w programie Wolfram Mathematica 13. W przypadku potprzestrzeni jest mozliwo$é

uzyskania wzorow zamknigtych na funkcji przemieszczen plaszczyzny z=0 oraz funkcji
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zanikania przemieszczen po glebokosci z dla ustalonej wartosci promienia r. W pozosta-

tych przypadkach (na przyktad osrodek ograniczony) nalezy stosowa¢ catkowanie nume-

ryczne.

W przypadku szczegdlnym dla ptaszczyzny z=0, wprowadzajac uktad wspotrzed-
nych bezwymiarowych:

r=pa, z=¢a, s==, (22.38)

s

WZzO0ry na przemieszczenia Ur, W oraz naprezenia oz; zapiszemy nastepujaco:

ap(L+v)(1-2v) | > 0=~ =t

1 (22.39)

1 O) IO< 0 . . .
H(p)= Los0" funkcja Heaviside’a,
P2

a funkcje eliptyczne wystepujace we wzorze (Z2.39), zdefiniowane sa nastepujaco®%/:

2
1, 1- 9 de, —d . Z2.40
(1=psin K(r Ja-,/l psin’ 0) ¢ ( )

Natomiast w przypadku, kiedy ustalimy wspoirzedna radialng p, dla dowolnej gle-

o'—.m\a

E(p)=

bokos$ci warstwy { otrzymamy:

u, (L¢)= —@{R (—%}(1— 2v) E[—%}—ﬂ(l—v)},

ap

w(0,£) :—%[2(1—@—;(1—2@(\/@—;)} ,

109/ patrz dokumentacja Wolfram [78].
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o, (0,¢)=p|—— -1

p(m)s

_ b2+ (4 o4
o (1)= EL#E( ézj K[ :ﬂ

Funkcje przemieszczen (Z2.39) i (Z2.41) zostaly réwniez otrzymane migdzy in-

nymi, w nieco innej postaci, w monografii [61], s. 94-97.

6. Warstwa sprezysta obciazona réwnomiernie na powierzchni kola''%/

Rozpatrzmy dwa przypadki obcigzenia warstwy sprezystej, réznigce si¢ warun-
kami brzegowymi: warstwy utwierdzonej oraz warstwy z poslizgiem, spoczywajacych na
nieodksztalcalnej bazie (rys.Z2.6-Z2.7). Do rozwigzania rownania biharmonicznego
(Z2.26) zastosujemy transformatg catkowa Hankela podang wzorem (Z2.27) i jej odwrot-
noscig (Z2.28). Transformate funkcji Love’a dana jest wzorem (Z2.31).

p Py

3
YYVVVVVYVVYY N YYVVVVVVVVYY 0
7'y >
4 e a |, a
4 E, v ; E v
Zy v
Rys.Z2.6. Warstwa utwierdzona. Rys.Z2.7. Warstwa z poslizgiem.

W przypadku warstwy utwierdzonej (rys.Z2.6) warunki na brzegach, przy zatoze-

niu, Ze P3=p=Cconst, sa nastepujace:

Gl =—P[r3s(rs)dr __apd(as)
O S (22.42)

G, ,=0,0]_, =0,0,] =0,

rz |z:0 !

W tym przypadku, mamy nastepujace cztery stale catkowaniall/:

2a°p(1+ v)[Znﬂv -n* A% +v ((41/ —3)e* —4v + 5) — 2}

c e?3,(n),
' E774[—2e2’7’1(2772/12+4v(2v—3)+5)+(4v—3)€4”’1+4V—3] 1 (7)

110/ Rozwigzania warstwy, ukladu warstw na polprzestrzeni sprezystej, uktadu dwdch na potprzestrzeni,
zostaty szczegotowo badane w monografii [61].

111/'W odr6znieniu od monografii [61], w niniejszym rozwigzaniu wszystkie stale sg w jednakowych jed-
nostkach.
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a®p(1+v)[(4v-3)e™ +2n4-1]

C =
©En?[ 267 (27°27 +4v(2v-3)+5)+(3-4v)e'” —4v +3

]e%l(ﬂ),

a°p(L+v)[ e (7°A° +2n2v +v(4v =5)+2)+(3-4v)v |

C
? En*| 2n°2° +(3—4v)cosh (2n4)+4v (2v—3)+5 |

e—ZWZJl (77) ,

a*p(L+v)[ e (274 +1)-4v+3]

=_ e"Z’MJl(ﬂ),
2En°[ 27°A7 +(3—4v)cosh(2nA) +4v (2v—3) +5]

przy czym A=H/a.
Natomiast w przypadku warstwy z poslizgiem (rys.Z2.7) warunki na brzegach,

przy zalozeniu, ze p3=p=const, sa nastepujace:

0

Gl o= —p'frJ0 (rs)dr= —% J, (as),
° (Z2.43)
&rz|zzo 201 &rz|Z:H :0’ UZ|z:H =0.

State catkowania Ci, w tym przypadku, sa rowne (i=1, 2, 3, 4):

a’p(l+ v)[v(ez’M —1)+77/1] ap(L+v)(e” 1)
En*[ 274 +sinh (1) G =m0 X
n*[2nA +sinh(2n)] 2En°*(sinh (2n4)+2nA)

Ci=- 77)’
a*p(1+v)(e” -1)

2a°p(1+ v)[ez'” (nA+v) —v] ]
En®(4n2e® +e* -1

C. =
: En* (4nie® +e** -1)

1(77)1 C,= )‘]1(77)-

Znajac stale catkowania, mozemy znalez¢ przemieszczenia (Z2.25) i napr¢zenia
(Z2.29) wykonujac odwrotng transformacje Hankela.

Obliczanie transformat odwrotnych przemieszczen oraz naprezen W postaci ana-
litycznej jest ktopotliwe. Mozliwe jednak jest ich wyznaczenie w przypadkach szczegol-
nych (np. dla potptaszezyzny z=0 oraz w ustalonych punktach promienia r), stosujac cat-

kowanie numeryczne.
7. Cialo poprzecznie izotropowe

Cialo poprzecznie izotropowe charakteryzuje pig¢ statych materialowych [81],
s. 102: Eu, Es, v1, v3, Gg, (rys.Z2.8), gdzie:
E1 — modul sprezystosci w ptaszczyZznie X3=z=const,
Es — modut sprezystosci w kierunku osi X3=2,
v1 — wspoOlczynnik Poissona w ptaszczyZznie Xx3=z=const,

vz — wspolczynnik Poissona w kierunku osi X3=z,
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Gs — modut sprezystosci poprzecznej (Kirchhoffa) w kierunku w kierunku osi X3=z.

0 X

»
»

ow '

y "—L.I. — Es E
1

Y «—
Zy ()‘T o T

Rys.Z2.8. Model poprzecznie izotropowy*'?/.

Roéwnania konstytutywne zapiszemy w nastgpujacej postaci macierzowej*/:
oy] [Cy C, Cy 0O 0 O & |
02 C, Cy C; 0 0 0] &
O | _ Cs Cy G 0 0 0| & ’ (22.44)
Oy 0 0 0 G 0 0] 2¢,
O3 0 0 0 0 G 0] 2¢,
o, [0 0 0 0 0 G 2¢]

w ktérej oznaczono:

G3=Cas4 — modut $cinania w plaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny izotropii,

G, = % — modut $cinania w plaszczyznie izotropii Zz=const.
Zalezno$ci migdzy statymi sprezystosci Cjj a statymi technicznymi zapisujemy
W postaci:
c - El(E1V32 - Ea)
11— 2 ’
(1+v)[ 2E3" —(1-w) E, |
2
S E1 ( E3V12+ E1V3 ) 1 C13 __ ?_El E3V3 ’ (2245)
(1+V1)[2E1V3 _(1_V1)E3} 2E v, _(1_V1)E3

(1_V1) E32 G = C,-Cp, _ E,

Cp=-— , G, = .
2BV -(1-w)E " T 2 2(1+v,)

W przypadku izotropii otrzymujemy:

(1-v)E A Ev
L) (iozr) 2= 8= (£2.46)

Cy=Cy= .
T (1+v)(1-2v)

112/ Rysunek wiasny na podstawie monografii [81], s. 102, rys.4.5.
113/ Opracowano na podstawie monografii [11], s. 91, [58], s. 157-164 oraz [61], s. 13-28.
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Warunki réwnowagi zapisujemy W postaci:

r

or 0z r

oo +80'rz +O'r—C7¢, 0

(22.47)

ao_rl aO-Z O-I‘Z
—r 40,
or 0z r
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